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ABSTRAK

Permasalahan dalam dunia nyata dapat dipelajari secara matematika melalui model
matematisnya. Model matematis dinamika virus dalam sel tubuh manusia (oleh
Nowak dan Herz, 1996) dalam bentuk sistem dinamika. Model dinamika virus HIV
dan HBV memiliki satu titik keseimbangan pada keadaan bebas virus maupun
keadaan endemik. Jika parameter yang memengaruhi jumlah sel terinfeksi dan
plasma virus pada model sebagai fungsi konstan maka secara analisis memiliki titik
keseimbangan yang stabil asimtotik. Pada saat parameter yang memengaruhi
jumlah sel terinfeksi dan plasma virus sebagai fungsi linear maka secara simulasi
juga memiliki titik keseimbangan yang stabil asimtotik.

Kata Kuci: Dinamika Virus, Persamaan Diferensial, Linear, Titik Kritis,

Kestabilan

I. Pendahuluan

Berbagai permasalahan
dalam kehidupan nyata dapat
dipelajari secara matematika lewat
model matematisnya. Model-model
matematis permasalahan tersebut
sering dibentuk ke dalam sistem
dinamika. Analisis pada model
dilakukan untuk mendapatkan titik
kritis,  perilaku  solusi,  dan
karakteristik model tersebut seperti
yang telah dikaji pada Kocak (1991),
Perko (2001), Santoso (1982), dan
Tenenbaum  (1963). Hal ini
mengakibatkan peran persamaan
diferensial dan aplikasinya dalam

kehidupan  sehari-hari  semakin

berkembang dan sangat dibutuhkan,
sepeti yang dikaji Edwars (2008),
James dan Boyce (2010), dan
Simmons dan Krantz (2007). Salah
satu contoh adalah model dinamika
virus dalam sel tubuh manusia yang
telah dimodelkan oleh Nowak
ataupun Herz dan kawan-kawan
pada tahun 1996.

Berbagai jenis  penyakit
dapat disebabkan oleh berbagai jenis
parasit  seperti: virus, bakteri,
protozoa, jamur dan lain-lain. Parasit
tersebut, ada yang dapat
dimusnahkan dengan obat-obatan
tertentu dan ada juga yang kebal
terhadap berbagai jenis obat-obatan
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manapun. Kekebalan parasit ini akan
menyebabkan penyakit  yang
permanen atau susah disembuhkan.
Sebagai contoh, penyakit hepatitis
dan AIDS sampai saat ini masih sulit
untuk disembuhkan. Hal ini menjadi
tantangan besar pada dunia medis
dan farmasi.

Virus HIV (Human Immun-
odeficiency Virus) yang menjangkiti
sel-sel sistem kekebalan tubuh
manusia dengan cara menyerang sel
darah putih (sel CD4). Sistem imun
tubuh yang lemah dan hancur
menyebabkan tubuh tidak dapat
bertahan dari serangan berbagai
parasit tubuh. Virus HIV menyerang
sel CD4 dan mengubahnya menjadi
tempat perkembangbiakan virus
HIV baru kemudian merusaknya.
Melemahnya imun tubuh
menyebabkan munculnya berbagai
penyakit yang disebut AIDS
(Acquired  Immune  Deficiency
Syndrome). Pemberian terapi ARV
(antiretroviral) sebelum  jumlah
CD4 di bawah 350sel/mm?® darah
untuk menghambat pergandaan virus
sehingga memperpanjang waktu
hidup  penderita HIV  positif
(ODHA), seperti yang dikaji oleh

Depertament RI Indonesia (2007),
(2011), dan (2014).

Dengan kekebalan virus ini
menyebabkan perkembangan jumlah
sel wvirus dalam tubuh akan
signifikan naik dan hal ini berarti
bahwa jumlah sel tubuh yang rusak
semakin banyak. Waktu yang terus
berlalu mengakibatkan si penderita
akan terus melemah. Dinamika virus
dalam sel tubuh manusia telah
diteliti dan dimodelkan oleh Nowak,
dkk dan dikembangkan menjadi
model dinamika virus dengan waktu
tunda oleh Herz, dkk . Dengan model
tersebut, sifat dan karakteristik
dinamika virus dalam sel tubuh
manusia dapat dipelajari dan diteliti
lebih lanjut.

Il. Kajian Teori
2.1 Model Dinamika Virus dalam
Sel Tubuh Manusia
Matematika  sains  dan
terapan ikut berperan membantu
menyelesaikan berbagai masalah
dunia nyata. llmuwan matematika
dan terapan membantu dalam
memodelkan dan  menganalisis
masalah-masalah kontekstual.
Model dinamika infeksi virus HBV
telah ditulis oleh Herz dan Nowak, dkk

pada tahun 1996 . Model dinamika
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infeksi virus dengan tiga variabel,

yaitu populasi sel tak terinfeksi (x),
sel terinfeksi (Y), dan plasma virus

(v), ditulis dengan bentuk:

% = 4 —dx(t) - BOXDV()
% = BOXOV(E) - ay(t)
dv(t) _

gt~ KOYO -uv®)

Keterangan Model:

% . Laju perubahan jumlah sel
sehat CD4

% . Laju perubahan jumlah sel
sehat CD4 yang terinfeksi

% : Laju perubahan jumlah
plasma virus

p(t) : Parameter yang
memengaruhi jumlah sel
terinfeksi

k(t)  :Parameter yang
memengaruhi jumlah
plasma virus

A ¢ Jumlah sel sehat yang

diproduksi oleh tubuh
d : Rata-rata jumlah sel sehat mati

secara alami

a : Rata-rata jumlah sel terinfeksi
mati secara alami

U : Rata-rata jumlah plasma virus

mati secara alami

Tulisan ini mengkaji dinamika
virus dalam sel tubuh manusia dengan
parameter yang memengaruhi jumlah
sel terinfeksi dan parameter yang
memengaruhi jumlah plasma virus
sebagai fungsi linear dengan gradien
dan konstanta adalah bilangan real

non-negatif.

2.2 Forward Euler

Peran metode numerik sangat
penting dalam sistem dinamika (Heri,
2005). Berbagai metode-metode
numerik digunakan untuk mengubah
model secara numerik sehingga
sangat mudah untuk diprogram
dengan software komputer, sebagai
contoh adalah Forward Euler. Metode
Forward Euler adalah metode
numerik yang sederhana dibanding
dengan metode lainnya seperti
metode Heun, metode Runge-Kutta
dan lain-lain  (Heri, 2005, dan
Tenembaum 1963).

Untuk 1<n<N maka
diperoleh Forward Euler dengan
bentuk:

Ion=Yn _ ¢ |y ) atau

At
You =V, AR, Y,)
dimana y(t)=vy, dan y(t+At)=vy,,

untuk  t=nAt  sehingga jika
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y(0)=y, maka nilai  fungsi
selanjutnya dapat diperoleh dengan,
Yna = Yo (L+AD)
1. Metode Penelitian

dilakukan

dengan cara studi literatur dengan

Penelitian ini

berbagai dukungan definisi dan
teorema dengan teknis: menentukan
titik kritis dan analisis kestabilannya
pada saat parameter bernilai konstan,
melakukan simulasi numerik dengan
nilai gradien dan konstanta berbeda-
beda secara acak pada parameter yang
memengaruhi jumlah sel terinfeksi

dan plasma virus.

IV. Pembahasan  dan Hasil
Penelitian
Model dinamika infeksi virus,
(Herz, 1996) telah ditulis dengan
bentuk:

d)(;(t) A —dx(t) — AE)x()v(t)
dy(t) = BO)X()V(t) — ay(t)

O _ ey y(e) -t

Misalkan parameter yang

memengaruhi jumlah sel terinfeksi
sebagai fungsi linear A(t)= pt+q
dan parameter yang memengaruhi
jumlah plasma virus juga sebagai

fungsi linear k(t) =rt+s dengan p,

g, r, s adalah bilangan real non-
negatif.

4.1 Analisis Perilaku Solusi untuk
Nilai Parameter Konstan
Jika parameter yang
memengaruhi jumlah sel terinfeksi
dan jumlah plasma virus adalah
konstan (B(t)=q atau k(t)=s)
maka model dinamika virus memiliki

titik kritis sebagai berikut:
a. Titik kritis A(%,0,0) untuk

s=g=0 atau sgi=aud, yaitu

keadaan sel bebas virus dan bebas

plasma virus.
b. Titik kritis
U A_du E—9) untuk

sqg a sq au
sqgil>aud, vyaitu  keadaan

endemik.

Dengan melakukan proses linearisasi
pada model maka matriks Jakobi

diperoleh berbentuk:

—-d-qgqv 0 -—0gx
J= qv -a X
0 s -u

Untuk titik  Kritis A(%,0,0) maka

diperolen  persamaan  polinomial
12 +(@+u+d)y’ +(ad+ud)u=0

dengan akar-akar karakteristik yaitu
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U, <0, dan

1 <0.
Berdasarkan teori kestabilan maka
titik kritis ini adalah stabil.

/'11:07

Untuk titik kritis
B(ﬂ,i—d—u,ﬁ—g) diperoleh
sqg a sq au (q

persamaan polinomial dengan bentuk

sgi

o +@+ru+—=)u’ +(%
au

dimananilai a, u, d, 4, g, dan, sadalah
bilangan real positif sehingga semua
koefisien polinomial tersebut adalah
bilangan real positif. Berdasarkan
teori kestabilan Routh-Hurwitz maka
titik kritis ini adalah stabil.

Dinamika Jumlah Sel Sehat, Sel Terinfeksi dan Plasma Virus
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Gambar 1: Dinamika jumlah sel sehat, sel terinfeksi dan plasma virus

Keterangan Gambar 1:

Dengan mengambil titik awal
dan parameter secara acak, tampak
bahwa grafik jumlah sel sehat

menurun secara signifikan menuju

Hal

bahwa grafik jumlah sel

garis keseimbangannya. ini
berarti
terinfeksi dan plasma virus menaik

menuju garis keseimbangannya.
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Trajektori Dinamika Solusi Terhadap Titik Keseimbangan

titik aw

Plasma Virus

Sel Terinfeksi 0.2 0.2

Sel Sehat

Gambar 2: Trajektori dinamika jumlah sel sehat, sel terinfeksi dan plasma virus
Keterangan Gambar 2:

Sesuai dengan keterangan Gambar 1, maka grafik hubungan ketiga variabel
ditunjukkan pada Gambar 2. Dari posisi titik awal, dinamika solusi model bergerak
landai menurun menuju titik keseimbangannya.

4.2 Pengaruh Nilai Gradien Fungsi Parameter terhadap Jumlah Sel Sehat

Untuk melihat pengaruh nilai gradien p atau gradien r terhadap jumlah sel sehat,
dilakukan dengan pengamatan pada grafik melalui simulasi numerik. Pada kasus
ini, nilai konstanta diberikan nilai tetap. Nilai gradien fungsi parameter diambil
secara acak seperti pada tabel-tabel berikut:

Tabel 1: Nilai gradien p berubah dan nilai g, r, s tetap.

No. gradien konstanta gradien konstanta
p q r S
1 0 0.5 0 1
2 0.5 0.5 0 1
3 1 0.5 0 1
4 2 0.5 0 1
5 5 0.5 0 1

maka perilaku solusi ditunjukkan pada gambar berikut:
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Pengaruh Gradien Beta(t) terhadap Dinamika Jumlah Sel Sehat
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Gambar 3: Pengaruh gradien p terhadap jumlah sel sehat
Keterangan Gambar 3:

Misalkan P, adalah jumlah sel sehat pada saat nilai gradien p adalah n
sementara nilai g, r, dan s tetap. Berdasarkan gambar, tampak bahwa jumlah sel
sehat akan semakin berkurang bila nilai gradien p semakin besar atau
R, >PR,.>PF >P,>PR,. Setiap grafik bergerak menuju titik keseimbangannya
masing-masing atau stabil asimtotik.

Tabel 2: Nilai gradien r berubah dan nilai p, g, s tetap.

No. gradien konstanta gradien konstanta
p q r S
1 0 1 0 0.5
2 0 1 0.5 0.5
3 0 1 1 0.5
4 0 1 2 0.5
5 0 1 5 0.5

maka perilaku solusi ditunjukkan pada gambar berikut:
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Pengaruh Gradien k(t) terhadap Dinamika Jumlah Sel Sehat
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Gambar 4: Pengaruh gradien r terhadap jumlah sel sehat
Keterangan Gambar 4:

Misalkan R, adalah jumlah sel sehat pada saat nilai gradien r adalah n

sementara nilai p, g, dan s tetap. Berdasarkan gambar, tampak bahwa jumlah sel

sehat akan semakin berkurang jika nilai gradien r semakin besar atau

R,>R,s >R >R, >R,. Setiap grafik bergerak menuju titik keseimbangannya

masing-masing atau stabil asimtotik.

4.3 Pengaruh Nilai Konstanta Fungsi Parameter terhadap Jumlah Sel Sehat
Untuk melihat pengaruh nilai konstanta q atau konstanta s terhadap jumlah
sel sehat, dilakukan juga dengan pengamatan pada grafik melalui simulasi numerik.
Pada kasus ini, nilai gradien diberikan nilai tetap. Nilai konstanta fungsi parameter
diambil secara acak seperti pada tabel-tabel berikut:
Tabel 3: Nilai konstanta g berubah dan nilai p, r, s tetap.

No gradien konstanta gradien konstanta
' p q r S
1 0.5 0 0 1
2 0.5 0.5 0 1
3 0.5 1 0 1
4 0.5 2 0 1
5 0.5 5 0 1

maka perilaku solusi ditunjukkan pada gambar berikut:
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Pengaruh Konstanta Beta(t) terhadap Dinamika Jumlah Sel Sehat
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Gambar 5: Pengaruh konstanta g terhadap jumlah sel sehat
Keterangan Gambar 5:

Misalkan Q. adalah jumlah sel sehat pada saat nilai konstanta g adalah n
sementara nilai p, r, dan s tetap. Berdasarkan gambar, tampak bahwa jumlah sel
sehat akan semakin berkurang bila nilai konstanta g semakin besar atau
Q, > Qs >Q, >Q, >Q,. Setiap grafik bergerak menuju titik keseimbangannya
masing-masing atau stabil asimtotik.

Tabel 4: Nilai konstanta s berubah dan nilai p, g, r tetap.

No. gradien konstanta gradien konstanta
p q r S
1 0 1 0.5 0
2 0 1 0.5 0.5
3 0 1 0.5 1
4 0 1 0.5 2
5 0 1 0.5 5

maka perilaku solusi ditunjukkan pada gambar berikut:
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Pengaruh Konstanta k(t) terhadap Dinamika Jumlah Sel Sehat
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Gambar 6: Pengaruh konstanta s terhadap jumlah sel sehat

Keterangan Gambar 6:

Misalkan S, adalah jumlah sel sehat

pada saat nilai konstanta s adalah n
sementara nilai p, g, dan r tetap.
Berdasarkan gambar, tampak bahwa
jumlah sel sehat akan semakin
V. Kesimpulan dan Saran
5.1 Kesimpulan

Model dinamika virus dalam
sel tubuh manusia memiliki satu titik
keseimbangan pada keadaan bebas
virus maupun keadaan endemik.
Jumlah sel sehat turun secara
signifikan pada saat parameter yang
memengaruhi jumlah sel terinfeksi
dan plasma virus sebagai fungsi linear
dengan gradien dan konstanta
merupakan bilangan real nonnegatif
dan bergerak menuju
keseimbangannya. Pada saat jumlah

sel sehat menurun maka jumlah sel

berkurang bila nilai konstanta s

semakin besar atau
So > Sps > S, >S5, >S,. Setiap grafik
titik

masing-masing

bergerak menuju
keseimbangannya

atau stabil asimtotik.

terinfeksi akan meningkat. Secara
simulasi, grafik jumlah sel sehat, sel
terinfeksi dan plasma virus bergerak
menuju keseimbangannya atau stabil
asimtotik

5.2 Saran

Tulisan ini menunjukkan pengaruh
jumlah sel sehat dengan parameter
yang memengaruhi jumlah sel sehat
dan plasma virus sebagai fungsi
linear. Bagaimana pengaruh jumlah
yang
memengaruhi jumlah sel terinfeksi

sel sehat jika parameter

dan plasma virus sebagai fungsi
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periodik dalam model dinamika virus

dengan waktu tunda.
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