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Abstrak

Teknik pemisahan variabel (separation of variable) pada persamaan laplace orde dua
mereduksi persamaan menjadi beberapa persamaan differensial biasa homogen orde dua.
Solusi elemen hingga persamaan Laplace pada kondisi batas dirichlet yang diselesaikan
dengan Metode Galerkin mempunyai hasil yang dekat dengan solusi eksak dengan nilai eigen
posistif.

Kata kunci: Laplace, Eigen, Rectangular, Solusi Elemen Hingga

PENDAHULUAN

Persamaan differensial merupakan

bagian matematika yang sangat aplikatif

diberbagai bidang dalam kehidupan sehari

- hari. Berbagai strategi atau metode

dikembangkan untuk menyelesaikan

permasalahan – permasalahan yang

ditemukan.

Persamaan differensial parsial (PDP)

memuat suku - suku differensial parsial,

yang diartikan sebagai suatu hubungan

yang mengaitkan suatu fungsi yang tidak

diketahui, yang merupakan fungsi dari

beberapa variabel bebas, dengan turunan -

turunannya melalui variabel - variabel

yang dimaksud. PDP digunakan untuk

melakukan formulasi dan menyelesaikan

permasalahan yang melibatkan fungsi -

fungsi yang tidak diketahui, yang dibentuk

oleh beberapa variabel bebas.

Persamaan Laplace merupakan

persamaan differensial yang tergolong

dalam persamaan differensial parsial tipe

eliptik. Persamaan laplace orde dua

ditunjukkan dengan bentuk:
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Persamaan laplace sangat aplikatif

dalam fisika matematika sehingga perlu

dikaji dari berbagai sudut pandang metode

penyelesaian dan menganalisis solusi yang

dihasilkan. Analisis numerik dengan

Metode Galerkin banyak berperan penting

dalam menyelesaikan persamaan

differensial parsial walaupun kedekatan

solusi yang dihasilkan perlu diperhatikan

dengan solusi eksaknya.
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METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan cara

studi literatur.

PEMBAHASAN DAN HASIL

Solusi eksak dan solusi elemen hingga

persamaan laplace orde dua dengan

kondisi batas pada rectangular akan

ditunjukkan sebagai berikut.

Solusi Persamaan Laplace

Persamaan laplace dengan batas dirichlet:
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dengan syarat batas: 2),( Ryx  dan

ax 0 , by 0

0),0( yu 0),( yau

)()0,( xfxu  0),( bxu

Strategi memisah variabel persamaan

differensial partial akan memudahkan

proses menemukan solusi. Misalkan fungsi

)()(),( yYxXyxu  sebagai solusi

persamaan laplace sehingga
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. Dengan

demikian, persamaan laplace menjadi

0)(")()()("  yYxXyYxX . Proses ini

membentuk dua persamaan differensial

biasa homogen orde dua dengan variabel

terpisah dan nilai eigen  :

0)()("  xXxX  (2)

0)()("  yYyY  . (3)

Pemisahan variabel ini memberikan

kontribusi dalam menentukan atau memilih

metode yang digunakan berikutnya.

a. Solusi Eksak

Persamaan differensial homogen orde

dua 0)()("  xXxX  dengan X(0) = 0

dan X(a) = 0 mempunyai solusi nontrivial

berdasarkan nilai eigen 0 atau
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sin . Persamaan (3)

mempunyai solusi
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Syarat Y(b) = 0 menghasilkan
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Bentuk (*) mempunyai solusi
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.

Misalkan S = {u1, u2, ..., un} adalah

koleksi solusi persamaan (*) sehingga

kelinearan persamaan laplace membuat

kombinasi setiap anggota S juga

merupakan solusi persamaan (*), sehingga

solusi persamaan laplace adalah:
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Syarat batas yang diberikan

mengakibatkan
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Axf .  Solusi ini

adalah fungsi kontinu dan konvergen serta

stabil asimtotik.

b. Solusi Elemen Hingga

Kedua persamaan reduksi akan

diselesaikan kembali dengan menggunakan

Metode Galerkin. Tentu saja dengan nilai

eigen yang sama dengan solusi eksak yang

telah diperoleh. Perhatikan kembali

persamaan 0)()("  xXxX  . Fungsi

interpolasi xaaxX 21)(  dan syarat

batas 11)0( XaX  dan

221)( XxaaxX  dimana x

adalah panjang interval sehingga

x
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Metode Galerkin menunjukkan:
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Misalkan kajian dibatasi pada 4 elemen, diperoleh:
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Diperoleh sistem persamaan sebagai berikut:
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Secara umum diperoleh pola:
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Persamaan (3) untuk variabel y dengan proses yang sama berlaku:
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Bentuk umum 1nX dan 1nY dalah fungsi

yang bergantung sepenuhnya pada turunan

pertamanya masing masing.

Misalkan x = 1/4, y = 1/4  dan  = 4

sedemikian persamaan menjadi

0)(4)("  xXxX dan 0)(4)("  yYyY

dengan 0)0()0( YX dan

4)0(')0(' YX . Kedua persamaan ini

mempunyai penyelesaian xxX 2sin2)( 

dan yy eeyY 22)(  . Fungsi
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  xeeyxu yy 2sin2),( 22  adalah solusi persamaan (1) dengan nilai eigen  = 4.

Tabel 1. Solusi eksak dan solusi elemen hingga fungsi xxX 2sin2)(  dan yy eeyY 22)( 

Variabel X
Nilai

Variabel Y

Nilai

Eksak Elemen Eksak Elemen

0 0 0 0 0 0

1/4 0,958851 0,960000 1/4 1,042191 1,043478

2/4 1,682942 1,689600 2/4 2,350402 2,359168

3/4 1,99499 2,013696 3/4 4,258559 4,290293

1 1,818595 1,854505 1 7,253721 7,340626

Tabel 2. Solusi eksak   xeeyxu yy 2sin2),( 22 

Variabel Y

U=XY 0 1,042191 2,350402 4,258559 7,253721

V
ar

ia
be

l X

0 0 0 0 0 0

0,958851 0 0,999306 2,253686 4,083324 6,955238

1,682942 0 1,753946 3,955591 7,166908 12,207591

1,994990 0 2,079160 4,689029 8,495782 14,471100

1,818595 0 1,895322 4,274430 7,744593 13,191579

Tabel 3. Solusi elemen hingga   xeeyxu yy 2sin2),( 22 

Elemen Y

U=XY 0 1,043478 2,359168 4,290293 7,340626

E
le

m
en

 X

0 0 0 0 0 0

0,9600 0 1,001739 2,264802 4,118682 7,047001

1,689600 0 1,763061 3,986051 7,248880 12,402721

2,013696 0 2,101248 4,750648 8,639347 14,781788

1,854505 0 1,935136 4,375089 7,956370 13,613227
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Tabel 4. Solusi eksak dan solusi elemen hingga   xeeyxu yy 2sin2),( 22  .

(x,y)
Nilai

Selisih (x,y)
Nilai

Selisih
Eksak Elemen Eksak Elemen

(0,0) 0 0 0 (2/4,3/4) 7,166908 7,248880 0,081972

(0,1/4) 0 0 0 (2/4,1) 12,207591 12,402721 0,195130

(0,2/4) 0 0 0 (3/4,0) 0 0 0

(0,3/4) 0 0 0 (3/4,1/4) 2,079160 2,101248 0,022088

(0,1) 0 0 0 (3/4,2/4) 4,689029 4,750648 0,061619

(1/4,0) 0 0 0 (3/4,3/4) 8,495782 8,639347 0,143565

(1/4,1/4) 0,999306 1,001739 0,002433 (3/4,1) 14,471100 14,781788 0,310688

(1/4,2/4) 2,253686 2,264802 0,011116 (1,0) 0 0 0

(1/4,3/4) 4,118682 4,118682 0 (1,1/4) 1,895322 1,935136 0,039814

(1/4,1) 6,955238 7,047001 0,091763 (1,2/4) 4,274430 4,375089 0,100659

(2/4,0) 0 0 0 (1,3/4) 7,744593 7,956370 0,211777

(2/4,1/4) 1,753946 1,763061 0,009115 (1,1) 13,191579 13,613227 0,421648

Tabel 1 menunjukkan solusi eksak

persamaan (2) dan (3) dengan  = 4.

Berdasarkan Tabel 1 dan teori pemisahan

variabel, solusi persamaan laplace dapat

ditunjukkan pada Tabel 2. Solusi elemen

hingga persamaan laplace ditunjukkan

pada Tabel 3. Dengan demikian, Tabel 4

menunjukkan kedekatan solusi elemen

hingga dengan solusi eksak. Solusi elemen

hingga yang diperoleh pada contoh

tersebut tidak terlalu signifikan berbeda

dengan solusi eksak yang diperoleh.
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KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Solusi elemen hingga dengan metode

galerkin tidak signifikan jauh berbeda

dengan solusi eksak persamaan laplace

pada batas dirichlet (rectangular).  Solusi

eksak dan solusi elemen hingga diperoleh

pada nilai eigen positif. Solusi elemen

hingga memerlukan proses yang panjang

sehingga perlu dipadukan dengan

perhitungan dengan program komputer.

Saran

Kajian dilanjutkan pada proses

penyelesaian Persamaan Laplace dengan

Metode Galerkin secara utuh tanpa

menggunakan teknik pemisahan variabel

(separation of variable) terlebih dahulu

serta menganalisis solusi elemen hingga

yang diperoleh dan menggunakan beberapa

program komputer yang mempercepat

proses perhitungan.
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