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MODEL EPIDEMI SEIR DENGAN LAJU KONTAK JENUH

Tri Andri Hutapea

Abstrak

Epidemik berbagai penyakit pada abad ini, memaksa para ilmuwan berkerja ekstra cepat
untuk memahami perilaku penyebaran penyakit yang sedang mengancam keberadaan mahluk
hidup di dunia ini. SEIR merupakan salah satu bentuk pemodelan penyakit, yang membagi
populasi ke daam 4 kompartemen yaitu kompartemen rentan (S), kompartemen yang
terjangkit tetapi masih laten (E), kompartemen terinfeks (1), dan kompartemen sembuh dan
kebal terhadap penyakit (R). Penularan penyakit diantara individu tergantung pada laju kontak
jenuh. Langkah preventif terhadap penyebaran penyakit epidemik adalah menganalisis model
matematika penyebaran penyakit kemudian meminimumkan parameter lgju kontak jenuh.

Kata Kunci: Model SEIR, Laju Kontak Jenuh, Titik Kesetimbangan, Stabil Lokal, Sabil

Global.
PENDAHUL UAN

Penyebaran  suatu penyakit terinfeks  (infected) pada waktu t,
adalah jumlah kasus baru tigp satuan sedangkan b adalah probabilitas penularan
waktu dan berperan penting dalam penyakit di  antara 2 individu yang
mempelgjari  Matematika  epidemiologi. melakukan kontak per satuan waktu dan
Bentuk umum dari penularan penyakit C(N) probabilitas yang tidak diketahui dari
yang tergantung dari ukuran populasi suatu individu melakukan kontak tersebut
ditdisken bC(N) 1 dengan S acleh  (Chavez ). CN) biasanya disshut v

kontak. b C(N) adalah jumlah rata-rata

jumlah individu pada kompartemen yang o o
kontak yang terpenuhi dari suatu individu

rentan (suspectible) pada waktu t dan | . _ _
tiap satuan waktu atau disebut lgju kontak

jumlah individu pada kompartemen yang .
jenuh.

Heesterbeek and Metz menurunkan rumus lgju kontak jenuh dalam polulas yang bermacam-

macam sebagal berikut:

bN
C(N)= 11
(N) 1+bN ++/1+ 2bN )
dengan b adalah suatu konstanta positif yang menyatakan lgju kontak jenuh dari hubungan-
hubungan perseorangan yang terjadi secara acak dalam sebuah populasi.

Tri Andri Hutapea adalah Dosen Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan
Alam, Universitas Negeri Medan
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N—O N—0

IimC(N)zlim(

1+bN ++/1+2bN

N—0

jzozlimbN dan

bN

Liﬂ C(N)=1lim
Jadi untuk nilai N yang kecil, C(N)~bN
dan untuk nilai N yang besar, C(N)~1.
Daam tulisan ini akan dikgi tentang
model epidemi SEIR dengan rata-rata
kontak jenuh C(N) yang didefinisikan pada
(1)) struktur

menggunakan rekruitmen dan kematian.

dengan populasi

Populasi dibagi menjadi 4
kompartemen yaitu kompartemen rentan
(S, kompartemen yang terjangkit tetapi
masih laten (E), kompartemen terinfeksi
(1), dan kompartemen sembuh dan keba
terhadap (R). Sebelum

memodelkan penyebaran penyakit dengan

penyakit

model SEIR, ada beberapa asums yang

=1
N%(lJr bN + +/1+ 2bN j

penyederhaan pembentukan Modelnya,

yaitu:

a) Lau rekruitmen dan masuk ke
kompartemen S

b) Lagu penularan  penyakit  yang
tergantung dari  ukuran populas

S

(bC(N)WIj

¢) Populasi tidak konstan

d) Penyakit memiliki masa laten yang

tidak singkat
e) Lau kematian aami
terhadap

proporsional

f) Terjadi kematian karena penyakit
g) Individu yang sudah sembuh, kebal

perlu diketahui yang berguna dalam terhadap penyakit untuk selamanya
Kerangka Mode!:
—» S E » | » R
A bC(N)> | l &k 9!
| 1
ns nE (m+ ao)l nR

Keterangan Parameter:
A : Lgu Total rekruitmen

m: Laju kematian alami

b : Probabilitas laju penularan penyakit diantara 2 individu yang melakukan kontak per

satuan waktu
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e,: Lauindividu laten menjadi terinfeksi
0, : Laju kesembuahan

a,: Laju kematian karena penyakit.

METODE PENELITIAN
Penelitian ini dilakukan dengan cara studi literatur dengan

teorema.

PEMBAHASAN DAN HASIL
Teori Pendukung
Daam bukunya, Perko (1991) mendefenisikan suatu sistem

x= f(x)
Dengan f:Ec R" - R" fungs kontinu Dengan
pada E. Sistem (a) dikatakan linier jika fi,

f2, f3, ... fn masing-masing linier dalam x,

berdasarkan kerangka mode di

berbagai dukungan definisi dan

@

semua  asumsi-asumsi  dan

atas,

berikut ini di rumuskan model matematika

X2, Xa, ... % dan dikatakan nonlinear jika fy, penyebaran suatu penyakit:
f2, f3, ... fn masing-masing nonlinier dalam
Xl) X2) )(3) e Xn
Model Matematika :
GS_ A bc(N)§| -ns
dt N
aE_ bC(N)§| —e,E-nE
gtl N (2.2)
—=e,E-g,l —m -a_l
R
—=g,l —-nR
a
Dengan m,b.e,, g,, adalah konstanta Misdkan  h(N)=1+bN ++1+ 20N dan
positif dan a ,adalah konstanta non negatif C(N): hkzN) Jad bC(N)%I _ E,E),\?)
(>0).
Misalkan a, =bb maka
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Misdkan ndt=dt ; a

menjadi:

a_ e
dt

dR
—_-g-R
a9

(@+g+a)l

Jumlah populasi dapat ditentukan dengan
N(t)= St)+ E(t)+ I[(t)+ R(t) atau dari hasil
jumlah dari persamaan diferensial di atas:

d—N:A—rrN—aol @d—N:é—N—al
dt d m

KarenaN(t)= St)+ E(t)+ I()+ R(t)
maka

dN _d(S+E+1+R)_dS dE dl  dR
dt it Cdt dt ot dt
atau

dS dN (dE dl de

— = — 4+ —+— .

dt  dt \dt dt ot
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sistem (2.1) berubah menjadi:

(2.2)

. dan a :%0, akibatnya Sistem (2.2) dapat

(2.3)

Karena ds dapat ditentukan dengan
d_N’d_E,d_I, ﬁ, maka Edapat
dt dt dt dt dt

diganti dengan N dengan

OI—Nzé—N—al sehingga sistem (2.3)
d m

berubah menjadi:



dE _a(N-E-1-R) _(re)E

dt h(N)

g—tlzeE—(1+g+a)l 04
dR i
w9

d—N:é— N —al

d m

Kocak, (1991) mendefenisikan matriks Jacobian suatu sistem non linier.
Definisi 3.1
Diberikan fungsi f = (fi, f2, fs, ... fn) pada Sstem (a) dengan f, € Cl(E,R),i =123 ..,n
Matriks
() dfy)
dx, dx, O dx
J T X)=| dx, dx, dx

df, j df - j Cdf,
dx, dx,

xX >
=1

X >
N—

> >

[@X
X
=1
X >
~—

dinamakan matriks Jacobian di titik X.
Perko (1991), juga mendefenisikan titik ekulibrium suatu sistem persamaaan diferensial

(linier maupun nonlinier).

Definisi 3.2

ekuilibrium  hiperbolik. Defenisi  titik
. ekuilibrium hiperbolik menurut Perko
Sistem (a) jika f(xj=0- (1991)  adaah  sebaga  berikut.

Titik x e R" disebut titik ekuilibrium

Titik ekulibrium xe R suau sistem

nonlinier diharapkan merupakan suatu titik

Definisi 3.3
Titik  ekuilibrium X disebut titik semua nilai eigen Jf(;(j, mempunyai

ekuilibrium hiperbolik dari Sstem(a) jika
bagian real tak nol.
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Selanjutnya, dalam bukunya Perko (1991)

mendefenisikan  linierisas suatu sistem

Definis 3.4

Diberikan matriks Jacobian Jf()A(j,
sistemx = J f(%jx dissbut Linierisasi

Sistem (a) di sekitar titik x.
Hasil linierisas suatu sistem nonliner,
yaitu sistem linier selanjutnya akan dikaji

kestabilannya  (lokal)di  sekitar titik

Teorema 3.1

Diberikan x= Ax, dengan Awn matriks

bilangan real, mempunyai nilai eigen | ,, i

=12, .., k(k<n).

a) Titik ekuilibrium >A< dikatakan stabil
asimtotik  jika
Re(l )<0, Vi=12,..,k.

dan hanya jika

b) Jika terdapat i< (12,...,k)sehingga

Re(l |)>0, maka titik ekuilibrium x
tidak stabil.
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nonlinier dengan matriks Jacobian J f(?(j

AN

di  sekitar titik  ekulibrium  x

ekuilibrium x. Untuk menyimpulkan jenis

kestabilan suatu sistem  linierisas

berdasarkan nilai eigen dari matriks

Jacobian J f(?(j Jenis kestabilan suatu

sistem linier, Olsder (1994)

merumuskannya dalam teorema berikut ini.

c) Jika (i) Re(l,)<0, Vi=12,..,k.
(ii)

Nilai-nilai  eigen | dengan

Re(l,)=0 bersesuaian  dengan

vektor eigen bebas linier yang
cacahnya sama dengan
multiplisitasnya dari | ;.

maka titik ekuilibrium  x stabil.



Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan N diperoleh jika ?Tlt\l
A .
=0, maka Neq = r_n_al . Untuk populasi

bebas penyakit, N, :r—'Ar‘l diperoleh jikal =

0, karena a,>0«<a >0, maka nila

- Nqué, maka domain sistem dapat
m

dibatasi pada

Q:{(E,I,R,N)eRf:OS E+l+R+N<N<=

A

dengan R’ menyatakan daerah non negatif
di R

A
Ng, <N, = Untuk t — oo berlaku N(t)
Teorema 3.2

Misalkan R, = Aea

(1+g+a )i+ e)h(m+ bA+m |1+ Zb:‘]j

i. Jka Ry < 1 maka Sistem (2.4) hanya memiliki satu titik kesetimbangan yaitu titik

kesetimbangan bebas penyakit P, = (E,|,R,N)= (0,0,0, éj

m .

ii. Jka Ro > 1 maka Sistem (2.4) mempunya dua titik kesetimbangan yaitu titik

kesetimbangan bebas penyakit Poz(E,l,R,N):(o,o,oﬁ] dan titik kesetimbangan

m

endemik (I > 0), yaitu B, =(E’,I",R’,N") dengan E*:i(é—N*], N =1[§—N*],

alm

ae\m ay\m

R :g[é— N*j , dan N" adalah solusi dari persamaan

(a—abwadN — {a(dw - ea)%+adw} —adw+/1+2bN =0.

Bukti (i):
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Dari Sistem (2.4), jika d—N:O, d—E:O,d—I:Odan ﬁ:0, maka diperoleh titik
dt dt dt dt

kesetimbangan bebas penyakit P, = (E,1,R,N)= (0,0,0, %j . Selain itu ditemukan persamaan

berikut ini,
a(N-E-1-R)l =h(N)1+e)E
eE=(1+g+a)l
R=gl (2.5).
al=2_N
m
Bukti (ii):
. . l1+g+a ,
Dari persamaan kedua pada Persamaan (2.5) diperolen E= | . Kemudian
e
diselesaikan persamaan pertama diperoleh,
a(N-E-1 —R):%h(N) (2.6)

dengan d =(1+g+a)dan w=(1+e).
Selanjutnya dari persamaan (2.5), dengan mensubtitusikan persamaan kedua, ketiga dan
keempat ke N-E-I-R, diperoleh,

N—E—I—R:é—(%jl .
m e

Didefinisikanfungsi F, F :{o,ﬂ 5 R dengan
F(N)=(a—ab)dwN — {a(wd —ae)%+adw} —adw+/1+ 2bN .

KarenaRo > 1 maka a—ab > 0 sehingga F(O):—{a(dw—ea)%+adw}—adw<0 dan

A

F[EJ = (a—ab)dwr—'?]— [a(wd —ae)%Jradw} —adw_ |1+ Zb% =adw h(%J(RO -1)
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Jelas F terdiferensiabel tingkat perrtama pada {O, %} sehingga F kontinu pada {O, %} , karena

F(0) <0 dan F[%} > 0, maka menurut Teorema Nilai Rata-Rata, terdapat paling sedikit

satu N’ e{
m

0, ﬁ} sedemikian hingga F(N') = 0.
a(2ab-a)
2b(a—ab)’
a(2ab-a)
2b(a—ab)’

Selanjutnya N* e {O%} adalah tunggal, dengan d';(NN) >0< N> Grafik F

a(2ab-a)

turun pada saat N
P ) 2b(a—ab)’

dan nalk pada saat N > untuk setiap

N e o,m JF(N)=0. Akibanya N" e m,é dengan F(N') = 0 dan N’
2b(a—ab) 2b(a—ab)’ 'm

tersebut tunggal. Ketunggalan N* dijamin oleh kemonotonan grafik F.

Teorema 3.3

i, Titik kesatimbangan bebas penyakit P, = (E,1,R,N)= (o,o,o,%j stabil asimtotik global

di Q:{(E,I,R,N)eRj‘:OS E+l +R+N£N£é} jikaRo< 1 dan tidek stabil jika Ro
m

>1.
. -, . . - * * * * * d A *
ii. Titik kesetimbangan endemik Plz(E,I ,R,N) dengan E =—(——N],
aelm
I*:E(A—N*J,R*:g[é—N*j,danN*adalahsolusi dari persamaan
alm alm

(a—ab)NdN—{a(dw—ea)%+adw}—adwx/l+2bN:O stabil asimtotik lokal jika

Ro> 1.
Bukti (i):

Diberikan fungsi L =eE +wl (fungsi L terdefenisi di Q, karena 3_tE dan j—tlada dan kontinu

di Q maka %adadan kontinu di Q, jadi L e CYQ).
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Didefenisikan Q, = {(E,1,R,N)e Q: L(E,I,R, N)< k}untuk suatu k> 0, dan

S:{(E, I,R,N)eQ, :ww}
dt
M= Himpunan invariant terbesar di dalam S

Karena Q terbatas maka 2, jugaterbatas untuk suatu k>0 akibatnya Q2=Q, .

du = d(eE +wl) =e d(E) +W d(l ) dan dari Persamaan (2.4) diperoleh
dt dt dt dt
%: ae(N _h%l\I)I R (1) e)eE + anE—(L+g+a WIE

=dwl ROLZI)—l :
i
m
. dL .
Jadi ESO untuk setiap (E,1,R,N)eQ, =Q.
Jadi menurut Teorema Lasalle, untuk t — oo setiap solusi dari Sistem (2.4) dengan syarat
aval di Q akan termuat di M. Karena %:0, berlaku pada saat | = 0, maka M adalah

himpunan dengan syarat | = 0. Akibatnya, diperoleh solusi sistem dengan | = 0 hanya Po. Jadi
M tidak memuat solusi sistem selain Po.

Jadi berdasarkan akibat Teorema Lasale, titik Po stabil global asimtotik jikaRo < 1 .
Selanjutnya untuk Ry > 1, akan dibuktikan titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil.

Matiks Jacobian sistem persamaan (2.4):

o, ofy df o
d€ d dR dN| (-a  aN-E-21-R) -al
df, df, df, df, | |}K(N) h(N) h(N)
J(E| RN)Z de di dR dN — e -d 0
A df, df, df, df,
-2 -3 -3 =2 0 g -1 0
dE dl dR dN
d, o, df, o, | L O -2 0
dE dl  dR dN

dengan r =

al +abI(E+I+R)[+ 1 J
h(N W1+ 2bN h?(N) V1+2bN )
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Untuk Po, matriks Jacobiannya adalah:

w iA 0 0
N
m
J(O’O’O’Tn}: e -d 0 0
0 g -1 0
0 -a 0 -1

Karena hanya ada satu nilai tak nol pada kolom ketiga dan keempat, dan keduanya bernilai

negatif, maka dapat diperiksa apakah nilai-nilai eigen dari mariks J ((O, 0, O,é)j mempunyai
m

bagian real negatif dan memeriksa matriks 2x2 yang merupakan blok dari matriks

J [(O, 0, O,é)). Sehingga det(Joz) >0 (Ro<1).
m
Jadi titik kesetimbangan bebas penyakit Po tidak stabil padasaat Ro< 1.

Bukti (ii):
Untuk Ro >1, akan ditunjukkan titik kesetimbangan endemik P1 stabil asimtotik |okal

Matriks Jacobian padatitk P adalah:

a” alN-E-2I"-R) -a" .
—W— . r
h(N") hiN’) hiN’)
IERIN)=| e ~d 0
0 g -1 0
0 -a 0o -1
W al wd al —al
hN") h(N") h(N") h(N")
= e —d 0 0
0 g -1 0
0 —a 0o -1
dengan 1" al’ +abl*(E*+R*+I*)(l+ 1 J
h(N" 1+ 20N° h*(N") 1+ 20N



al” 2abl'(E'+R+1")_a’  2a" bN' _3al’
+ < + . < .
h(N") h?(N") h(N")  h(N")"h(N") ™ h(N")

Misalkan  J(E',1",R,N")=J", det(1-J")=0, maka persamaan karakteristik
J(E,I",R,N") adalah:

D w s al’ al’ ~wd al’ e
hiN*i hiN*i e hiN*i
-e | +d 0 0

=0
0 -9 l+1 O
0 a 0 I +1
0 a 0 | +1
—-e | +d 0 0
< 0 -9 |l +1 0 |=0
| w s al’ a’” wd al’ .
h(N) h(N) e h(N)

o (1 +1)(°+al*+a, +a,)=0

dengan 3, :{(d +W)+(1+R"J‘,'V_1)D>o, ., :[(d +W)[1+H"J"N_1)D>o,
a3=aer*+(ﬁ?ll\l—:)j(eg+d+e).

Akibatnya a,.a, —a,>0.

Jadi menurut Kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan endemik P =(E",I",R",N")

E*:i(ﬁ‘_N*], |*:1(£‘_N*J,R*:g[é—N*j, dan N adalah solus dari
aem alm alm

persamaan

(a—abwdN —{a(dw—ea)ﬁ#adw}—adw\/h 2bN = 0 stabil asimtotik lokal jika Ro>1.
m
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KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan
Berdasarkan  pembahasan dan  hasil,
dismpulkan bahwa parameter-paremeter
yang terdapat pada lgu kontak jenuh
indikator

berperan sebagai penyeberan

penyakit. Dalam tulisan ini lgju kontak rate

yang dikaii adalah bC(N)%I . dengan
bN

C(N):W,h(N):lerN ++/1+2bN

untuk semua b,b adalah konstanta positif.

Saran
Secara lgu  kontak dalam
penyeberan penyakit pasti berbeda-beda.

umum,

Oleh karena itu perlu dilakukan penelitian

lanjutan  untuk lgu kontak pada
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