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AUTOMORFISME GRAF LENGKAP DENGAN PENDEKATAN TEORI GRUP
Mulyono
Abstrak

Suatu graf (G) terdiri dari himpunan simpul (dismbolkan V(G)) dan himpunan jalur
(dismbolkan E(G)) di mana V(G)=® . Menurut teorema isomorfisme graf, dua graf
dikatakan isomorfik jika himpunan simpul pada graf pertama dipetakan secara bijektif kepada
himpunan ssimpul graf kedua dan himpunan dergjat masing-masing simpul pada graf pertama
juga dipetakan secara bijektif kepada himpunan dergjat masing-masing simpul pada graf
kedua. Berdasarkan konsep ini, langkah awal yang paling mudah adalah dengan memetakan
setiap ssimpul dengan dergjat yang sama yang berada dalam himpunan V(G) pula. Dalam
aljabar abstrak, konsep pemetaan terhadap himpunan itu sendiri merupakan suatu
automorfisme. Automorfisme graf lengkap K, (dilambangkan Aut(K,)) dengan n simpul
menghasilkan permutasi sebanyak n!. Hasil ini diperoleh dengan proses pendekatan teori
grup. Berdasarkan sifat-sifat yang dimiliki oleh Aut(K,,), dapat dismpulkan bahwa Aut(K,,)
adalah grup simetri.

KataKunci: Graf, 1somorfik, Automorfisme, Grup

PENDAHULUAN

Suatu graf G didefinisikan
sebagai pasangan himpunan (V, E) yang
dalam hal ini dinyatakan V sebagai

himpunan ssmpul di manaV(G)=@ dan E

isomorfis dengan graf itu sendiri adalah
dengan memetakan setigp simpul dan dergjat
simpul graf itu terhadap dirinya sendiri. Dalam
ajabar abstrak, konsep pemetaan terhadap

o ) : himpunan itu sendiri merupakan kon
sebagal himpunan jalur. Menurut teorema P P P
) . ) pemetaan isomorfis yang automorfis. Beranjak
isomorfisme graf, dua graf dikatakan o _ _
_ o _ _ dari ide pemetaan terhadap himpunan itu
isomorfik jika himpunan simpul pada graf sendiri, maka pemetaan itu pasti bersifat

pertama dapat dipetakan secara bijektif tertutup. Jika pemetaan itu bersifat tertutup,

kepada himpunan simpul graf kedua dan terdapat  kemungkinan bahwa himpunan

himpunan dergat masing-masing simpul
pada graf pertama juga dapat dipetakan
secara bijektif kepada himpunan dergat
masing-masing simpul pada graf kedua.
Pemetaan yang bijektif merupakan
pemetaan yang bersifat injektif (satu-satu) dan
surjektif (pada). Berdasarkan konsep ini,
langkah awal yang paing mudah untuk

membangun himpunan yang graf yang

tersebut memiliki elemen identitas dan elemen
invers. Jika hal tersebut terpenuhi, maka akan
didapatkan sebuah grup dari automorfisme
graf tersebut.

Dalam jurna ini akan dibahas
mengenai  automorfisme dari  suatu graf
lengkap ke graf itu sendiri serta grup yang

dibangun oleh automorfisme graf tersebut.

Mulyono adalah Dosen Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan lImu Pengetahuan Alam,

Universitas Negeri Medan



TINJAUAN PUSTAKA
Konsep Dasar
Definisi 2.1.1 Graf Lengkap

Graf lengkap merupakan graf
sederhana  yang  setiap
mempunyai jalur ke semua simpul lainnya.
Graf

simpulnya

lengkap dengan n buah simpul

Contoh:

dilambangkan dengen K, . Setiap simpul
pada K, berdergjat n—1. Jumlah jalur
pada grar fengkap yang terdiri dari n buah

n(n-1)
TR

simpul adalah

K;

Ks

Gambar 2.1 Graf lengkap K1, K2, K3z, Ks, Ks

Definisi 2.1.2 I somor fisme Gr af

Dua buah graf G: dan G, dikatakan isomorfik jika terdapat korespondensi satu-satu

antara ssmpul-simpul keduanya dan antara sisi-sis keduanya sehingga jika sisi e bersisian

dengan ssimpul u dan v pada G1 maka sisi € pada Gz juga bersisian dengan simpul u’ dan v’

(Munir, 2003).

Dua buah graf yang isomorfik adalah graf yang sama, kecuali penamaan simpul dan

sisinya sga yang berbeda. Selain menunjukkan korespondensi satu-satu di antara kedua

himpunan simpul graf, dua buah graf dikatakan isomorfik jika memenuhi ketiga syarat

berikut pula.
1. Mempunya jumlah simpul yang sama.

2. Mempunyai jumlah jalur yang sama

3. Mempunyai jumlah simpul yang sama berdergjat tertentu (Munir, 2003).
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Namun demikian, penelitian dalam jurnal ini bukan untuk membahas isomorfik
tidaknya dua atau lebih graf. Penelitian ini lebih menitikberatkan kepada keisomorfikan graf
khususnya graf lengkap Kn terhadap graf yang direkonstruksi dengan kaidah korespondensi
satu-satu  himpunan simpul-simpul dan himpunan jalur-jalur graf lengkap tersebuit.
Korespondensi satu-satu himpunan simpul dan himpunan jalur graf lengkap K, pada dirinya

sendiri analog dengan konsep operasi biner.

Definisi 2.1. 3. Operas Biner
Misalkan S suatu himpunan yang tidak kosong. Operasi ¢ pada elemen-elemen S
disebut operasi biner, apabila setigp dua elemen a,b € S makaa o b € S atau dikatakan
bahwa operasi o pada S bersifat tertutup (Sukirman, 2011).
Definisi 2.1.4 Grup
Misalkan G adalah himpunan yang tidak kosong dan operasi o pada G adalah suatu
operas biner. Himpunan G bersama-sama dengan operasi biner o atau ditulis (G, o) adalah
suatu grup bila memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. Operasi ¢ pada G bersifat asosiatif
Yab,c €QG,
(aeb)oc=ao(boc)
2. G memuat elemen identitas
deeG?Va€lG,ace=¢eca=aq,
3. Setiap unsur G mempunyai invers di dalam G pula.

Va€G,3at€G2acat=a"toa=e (Sukirman, 2011)

Dengan kata lain grup merupakan sebuah himpunan dengan operasi yang bersifat
asosiatif sedemikian sehingga terdapat elemen identitas, setigp elemennya memiliki invers,
dan setigp anggotanya berasal dari pemasangan anggota yang tidak berada di luar dari
himpunan. Kondisi ini yang dikatakan sebagai ketertutupan.

Definisi 2.1.5 I somorfisme Grup
Sebuah isomorfisme ¢ dari grup G ke G adalah sebuah fungs yang bersifat satu-satu
dan pada yang mengawetkan operasi grup yaitu
¢(ab) = p(a)p(b),Va,b € G
Grup G dan G kermudian dikatakan isomort, dan diberi notasi G = G (Gallian, 1998).
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Dalam keadaan tertentu terdapat isomorfisme yang khusus, yaitu automorfisme.

Automorfisme adalah suatu isomorfisme dari grup G padadirinya sendiri (Gallian, 1998).

Definisi 2.1.6 Automorfisme

Jika diberikan suatu grup (G,°) dengan pemetaan f:G — G , f dikatakan
automorfismejika f(a o b) = f(a) o f(b) untuk setiap a, b € G (Wikipedia, 2013).

Dalam kajian ajabar abstrak, automorfisme membentuk suatu grup yang spesifik,

yaitu grup simetri.

Definisi 2.1.7 Grup Simetri
Diberikan S suatu himpunan berhingga dengan n elemen. S,, disebut sebagai grup

permutasi jika S, adaiah himpunan semua permutasi elemen-efemen S sebanyak n!.

Automor fisme Suatu Graf dengan Pendekatan Teori Grup

Sebuah automorfisme dari sebuah graf merupakan isomorfisme graf tersebut kepada
dirinya sendiri (Morris, 2000). Ketika semua hasil automorfisme graf tersebut dikumpulkan,
akan terbentuk sebuah grup. Himpunan dari seluruh automorfisme sebuah graf X membentuk
sebuah grup, yang disimbolkan Aut(X) atau dibaca grup automorfisme X (Morris, 2000).

Graf Simetris sebagai Syarat untuk Membuat Automorfisme Grup Nontrivial

Automorfisme dari suatu graf menghasilkan graf lain yang simetris dengan graf
tersebut (Bondy, 2008). Dengan demikian hal mendasar yang harus diperhatikan untuk
membangun automorfisme dari suatu graf adalah kesimetrisan graf tersebut. Uraian berikut
ini merupakan pendahuluan untuk menjelaskan definisi graf simetris.

Diberikan graf G dengan V(G) sebagai himpunan simpul, E(G) sebagai himpunan
jalur, dan Aut(G) sebagai himpunan hasii automorfismenya.
Definis 2.3.1.a

G merupakan graf simpu transitif jika terdapat v,.v, € V(G) dan ¢ € Aut(G)
sedemikian sehingga ¢ (v,) = v,.
Definisi 2.3.1.b

G merupaken graf jalur transitif jika terdapat e,.e, € E(G) dan g € Aut(G)
sedemikian sehingga o (e;) = e,.
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Definisi 2.3.2 Graf Simetri
G merupakan graf simetri jika G merupakan graf ssimpul transitif dan graf jalur
transitif (Hoiton dan Sheehan, 1993).

HASIL PENELLTLAN DAN PEMBAHASAN
Grup Automoerfismedari Graf Lengkap K4

Graf K, hanya terdiri dari satu simpul, yaitu simpul 1. Oleh karena itu himpunan
smpul dari K; addah Vi, = {1} dan himpunan jalur K; merupakan himpunan kosong
(dinotasikan Ex, = { }).

[
1

Gambar 3.1 Graf -

Sesuai konsep automorfisme, misalkan terdapat pemetaan ¢, di mana ¢ memetakan
Vg, = Vi, Karena K; hanya terdiri dari satu simpul yaitu simpul 1, automorfisme simpulnya
pun hanya menghasilkan sebuah elemen, yaitu 1 itu sendiri.
p(1)=1
Hasil pemetaan ¢ tersebut dinamakan dengan @ dan merupakan satu-satunya hasil
automorfisme dari himpunan ssimpul Kj.
a=1)1A)=1

Dimisalkan G merupakan hasil automorfisme simpul graf K;. Ini menyebabkan ¢ =
{a} dan G juga merupakan pemetaan identitas. G merupakan suatu himpunan tak kosong dan
beriaku operasi o yang merupakan permutas dalam G . Daam tabel Cayley, permutas
tersebut dapat didaftar sebagai berikut.

o

Tabel 3.1 Tabel Cayley Automorfisme K 1

Grup Automorfisme dari Graf Lengkap K-
Graf K, terdiri dari dua simpul, yaitu smpul 1 dan 2. Oleh karena itu himpunan
simpul dari K, adalah Vi, = {1, 2} dan himpunan jalur K, adalah E, = {(1,2)}.
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o—0
1 2
Gambar 3.2 Graf %..

Sesuai konsep automorfisme, misalkan terdapat pemetaan ¢, di mana ¢ memetakan
Vi, = Vk,. Hal tersebut dijelaskan sebagai berikut.
a @ =] g) = (1)(2) (identitas)
2
b. a:2=(2 1):(12)
Dimisalkan G merupakan hasil automorfisme simpul graf K,. Ini menyebabkan ¢ =

{a1, @,}. G merupakan suatu himpunan tak kosong dan berlaku operasi o yang merupakan

permutasi daiam G.

o

Tabel 3.2 Tabel Cayvley Automorfisme K,
Grup Automorfisme dari Graf Lengkap K;
Graf K5 terdiri dari tiga simpul, yaitu simpul 1, 2 dan 3. Oleh karena itu himpunan
smpul dari K3 adalah Vg, ={1,2,3} dan himpunan jalur K; adalah Ey, =
{(1,2),(1,3),(2,3)}.

1 3
Gambar 3.3 Graf =,

Sesuai konsep automorfisme, misalkan terdapat pemetaan ¢, di mana ¢ memetakan
Vi

3

- V,. Didapatkan masing-masing hasil pemetaan sebagai berikur.
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a a=(] 5 3)=M@0E) dentitas)
w=(; 3 ;)=mEY
w=(; 1 3)=020
w2 Y=z
we(} 2 P=032
w=(3 2 3)=0I

Dimisalkan ¢ merupakan hasil automorfisme simpul graf K3. Ini menyebabkan ¢ =
{a1, @z, a3, as, s, ag}. G merupakan suatu himpunan tak kosong dan berlaku operasi o

yang merupakan permutasi dalam G. Komposisi setiap elemen G disajikan dalam lampiran 1

dan hasil operasi tersebut disajikan dalam tabel Cayley sebagai berikut.
ey S med Teef el T

° = "‘[ =

ARAAK KRA 1
BERIFRRERE[IN]S

N

=2 == =1
= = |
—

== =2 a— = = | =
Tabel 3.3 Tabe/ Cayley Automorfisme K5

FakfEmplRER

Grup Automorfisme dari Graf Lengkap K,

Graf K, terdiri dari empat simpui, yaitu simpul 1, 2 ,3 dan 4. Oleh karena itu
himpunan simpui dari K, adalah Vi, ={1,2,3,4} dan himpunan jaur K, adalah Eg, =
{(12),(13),(14),(23),(24), (34)}.

4 3
Gambar 3.4. Graf ...

Sesuai konsep automorfisme, misalkan terdapat pemetaan ¢, di mana ¢ memetakan

Vg, = Vi, Didapatkan masing-masing hasil pemetaan sebagai berikur.
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12 3 4,
12 3 4

Dimisalkan G merupgkan hasil automorfisme simpul graf” K, . Ini menyebabkan G =
{C‘\:lJ az, 03, A4, ds, Ag, A7, Ug,
g, dy0, X171, A1z, X135, X14, %15, K16 K17,

(18, A19, A20, A21, A2z, A3, (o4}
Masing-masing hasii komposisi anggota ¢ disgjikan dalam tabel Cayley sebagal
berikut.
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H oz sma | == ]| ==n ]| == =

TTam | ©
man | o
g | Af
Tram | <
wcwgn | 0
':)\I L
am | G,
wwan | &
Tran | @
ez | O
TR L5
oy P M
z ]
£ L3
= <,
Z ]

Tabel 3.4 Tabel Cayley Automorfisme K,
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Grup Automorfisme dari Graf Lengkap K,

Graf lengkap K, memiliki n buah simpul,
yatu V(K,) =123, ..,n . Seia
simpulnya terhubung dengan simpul-
simpul lainnya dengan dergat simpul
masing-masing adaleh sama yaitu (n — 1).
Diberikan pemetaan ¢ di mana ¢
memetakan anggota V (K,,) kepada dirinya
sendiri dan membentuk G = Aut(K;,).
Selanjutnya akan aibuktikan bahwa
Aut(K,) dengan operas o merupakan
sebuah grup dengan mengikuti aksioma,
yaitu sebagai berikut.
1. Operas o bersifat tertutup
Diberikan pemetaan ¢ di mana ¢
memetakan anggota V(K,) kepada
dirinya sendiri dan membentuk G =
Aut (Ky)
merupakan pemetaan yang bijektif.

Oleh karena itu ¢

Pemetaan ini menyebabkan operasi o
sebagal

permutasinya.juga bersifat tertutup.

operasi antara elemen
2. Operasi o bersifat asosiatif
Diberikan a sebagai salah satu elemen

permutasi Aut(K,) di mana a =

( 1 2 3 . n )

p(1) @) ¢@) - e

Pemetaan ¢ merupakan pemetaan
yang isomorfik, sebab pemetaan ini
memetakan dua himpunan yang sama
yaitu ¢ . Pemetaan yang isomorfik
bersifat bijektif dan homomorfis. Pada
poin pertama telah dijelaskan bahwa

pemetaan ¢ merupakan pemetaan
yang bijektif. Karena sifat homomorfis
juga berlaku dalam pemetaan ¢, maka
berlaku fungsi:

@(aeb) = p(a)°p(b)
Dengan demikian komposisi pemetaan
bersifat asosiatif. Permutas hasil
pemetaan suatu himpunan kepada
himpunan itu sendiri bersifat asosiatif
Jjika komposisi pemetaannya bersifat
asosiatif. Sehingga dapat disimpulkan
bahwa a(By) = (aB)y untuk
a, B,y € Aut(K,).

3. Pemetaan identitas sebaga elemen
identitas
Pemetaan ini  memiliki elemen
identites permutas £ yang merupakan
hasil pemetaan identitas, yaitu :

=G 53 0w

4. Setiap a € Aut(K,) memiliki invers
a~! € Aut(Ky)
Pemetaan bersifat tertutup.

Komposisinya juga bersifat tertutup.

Ha ini menyebabkan komposisi dua

elemen Aut(K,) vyang tertentu

menghasilkan  elemen  identitas.
Artinya kedua elemen tertentu tersebut
merupakan dua elemen yang saling

invers.

Terdapat n simpul yang akan dihitung

jumlah  permutasinya.  Pemetaan ¢



merupakan pemetaan yang  bijektif.

Masing-masing pemetaan itu dielaskan

sebagai berikut.

L em)=nn=123,..,n
Pemetaan ini mengawetkan simpul itu
sendiri. Oleh karena itu banyaknya
@(n) = n adal&h sebanyak n buah.

2. p(m)=n—-1,n=234..,n
Pemetaan ini mengawetkan simpul n
kepada ssmpul n — 1. Oleh karena itu
banyaknya ¢@(n)=n-—1 adadah
sebanyak n — 1 buah.

3 on)=n—-2,n=345,.,n
Pemetaan ini mengawetkan simpul n
kepada ssmpul n — 2. Oleh karena itu

adalah

banyaknya ¢@n)=n-—2

sebanyak n — 2 buah.

Pemetaan tersebut dilakukan seterusnya
hingga hasilnya sebagai berikut.

4. o) =3, n=n-2),(n—1),n
Pemetaan ini mengawetkan simpui n
kepada simpul 3. Oleh karena itu
banyaknya ¢(n) = 3 adalah sebanyak
3 buah.

5. o(n) =2,n=(n—1,n

KESIMPULAN

Dari hasil penditian yang telah
dipaparkan sebelumnya, dapat disimpulkan
bahwa graf  lengkap
memenuhi sifat-sifat suatu grup. Grup

automorfisme
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Pemetaan ini mengawetkan ssmpul n
kepada simpul 2. Oleh karena itu
banyaknya ¢ (n) = 2 adalah sebanyak
2 buah.
6. pm)=1l,n=n
Pemetaan ini mengawetkan ssmpul n
kepada simpul 1. Oleh karena itu
banyaknya ¢ (n) = 1 adalah sebanyak
1 buah.

Berdasarkan hal tersebut,

permutasi n simpul dihitung dengan kaidah

banyaknya

perkalian yaitu sebagai berikut.
n(Aut(K,)) =nx n—1)x (n—2)
X.X3X2x1
Dengan kata lain,
n(Aut(K,)) = n!

Dengan n adalah banyaknya simpul.

Karena G = Aut(K,) memenuhi sifat-
sifat grup dan memiiiki n! anggota maka
dapat dismpulkan bahwa G = Aut(K,)
merupakan grup simetri.

Jadi bentuk grup yang dibentuk oleh
automorfisme simpul-simpul graf lengkap
dengan n buah simpul adalah grup simetri
dengan jumiah anggota sebanyak n!

yang dapat merepresentasikan himpunan
semua graf yang isomorfis dengan suatu
graf lengkap (K,,) adalah himpunan

automorfisme  gra” tersebut.  Grup



automorfisme ini dinotasikan Aut(K},) dan
merupakan grup simetris.
Setiap

himpunan yang memenuhi sifat-sifat grup

Aut(K,) membentuk

dengan jumlah anggota yang sistematis
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