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KONVERGENSI DAN STABILITAS SOLUSI PERSAMAAN LAPLACE PADA 
BATAS DIRICHLET

Lasker P. Sinaga

Abstract

Persamaan laplace adalah salah satu bentuk persamaan differensial tipe eliptik yang dapat 
diselesaikan dengan metode pemisahan variabel. Metode pemisahan variabel membuat 
persamaan laplace menjadi dua persamaan differensial linear homogen orde dua yang 
memenuhi batas dirichlet pada persegi (rectangular). Solusi persamaan laplace adalah 
sebuah barisan yang konvergen dan stabil asimtot terhadap bidang keseimbangannya. 
Kata kunci : Laplace, Dirichlet, Konvergensi, Stabilitas

PENDAHULUAN

Kestabilan (stability) dan

keseimbangan (equilibrium) 

diperkenalkan oleh matematikawan

Rusia, A. M. Lyapunov. Jika solusi-

solusi dari sebuah persamaan berada 

dekat dan selalu dekat terhadap solusi 

lainnya maka kondisi tersebut dikatakan 

stabil, sebaliknya disebut dengan tidak 

stabil.

Andaikan persamaan 

),( ytf
dt

dy
 dengan kondisi awal 

0)0( yy  mempunyai solusi ),( 0ytyy 

dimana y adalah fungsi kontinu pada 

interval tertutup  T,0 maka untuk 0

terdapat 0y yang sangat kecil sehingga 

kurva ),( 00 yytyy  dimuat dalam 

sebuah bidang dengan lebar 2 disekitar 

solusi tersebut.

Permasalahan yang cukup 

menarik adalah bagaimana cara 

mengekspresikan penganalisisan 

konvergensi dan kestabilan dari solusi 

persamaan laplace pada batas dirichlet 

dengan bentuk: 
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0),( yxu pada sisi lainnya
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METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan cara studi literatur dengan berbagai dukungan 

definisi dan teorema.

PEMBAHASAN DAN HASIL

Solusi Persamaan Laplace

Persamaan laplace diselesaikan 

dengan menggunakan metode pemisahan 

variabel. Andaikan ),( yxu sebagai

solusi dari persamaan laplace dan 

memisahnya atas perkalian dua fungsi 

dengan variabel bebas berbeda 

)()(),( yYxXyxu  sehingga:
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Persamaan laplace akan menjadi:
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Misalkan 
)(

)("

)(

)("

yY

yY

xX

xX
, sedemikian diperoleh dua persamaan differensial 

homogen orde dua, 0)()("  xXxX  dan 0)()("  yYyY  .

Kedua persamaan differensial 

biasa tersebut akan diselesaikan dengan 

memperhatikan problema nilai eigen 

agar diperoleh solusi nontrivial serta 

memenuhi kondisi batas yang ditentukan.

Yang dapat dilakukan adalah 

menunjukkan semua kemungkinan nilai 

 . 

Kasus 1. 0)()("  xXxX    dengan 

0)()0(  aXX

1. Pada 0 diperoleh solusi trivial 

sehingga 0 bukan nilai eigen dari 

masalah diatas.

2. Pada 0 diperoleh solusi trivial 

sehingga 0 bukan nilai eigen dari 

masalah diatas.
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3. Pada 0 dengan 2p , 0p

maka 0)()(" 2  xXpxX sehingga

diperoleh solusi 

pxpxxX sincos)( 11   dengan 

0)0( 1 X

dan 0sin)( 1  apaX  . Untuk 

01  maka nap  atau
a

n
p




sehingga
2

22
2

a

n
p


 untuk Nn .

Dengan demikian, diperoleh barisan 

solusi x
a

n
xX n 2

22

1 sin)(
 untuk 

Nn .

Kasus 2. 0)()("  yYyY  dengan 

0)()0(  bYY

Karena pada kasus 1 telah diperoleh nilai 

eigen 
2

22
2

a

n
p

  , Nn maka 

kasus 2 dapat diselesaikan menjadi 

y
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n
yYn

 sinhcosh)( 22 

dengan 

0sinhcosh)( 22  b
a
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bYn
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dengan demikian 
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Solusi persamaan menjadi 
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dengan 12k .. Jadi, diperoleh solusi 

yang sangat banyak tetapi belum 

memenuhi kondisi batas. Hal ini dapat 

dilakukan dengan menggunakan prinsip 

superposisi.


















 


b
a

n

yb
a

n

x
a

n
kyxu






sinh

)(sinh
sin),(

Dengan problema dirichlet, maka:





















b

a

n

b
a

n

x
a

n
kxu






sinh

sinh
sin)0,( =

 x
a

n
k


sin = )(xf

Misalkan x
a

n
kxfn


sin)(  maka 

xdx
a

n
xf

a
k

a

n


sin)(

2

0
 . Dengan 

demikian



102

Lasker P. Sinaga adalah Dosen Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu 
Penngetahuan Alam, Universitas Negeri Medan

















 


b
a

n

yb
a

n

x
a

n
kyxun 




sinh

)(sinh
sin),( = 








 



nb

ybn
nxk

sinh

)(sinh
sin

    = 

























nb

ybn
ny

e

e
enxk

2

)(2

1

1
sin

Konvergensi dan Stabilitas Solusi Persamaan Laplace

Dengan memisalkan 

bn

yn

n
e

e
kv





21 




 , 0k dan

1sin1  xn  maka 

nn vyxuv  ),(   atau  

nn vyxu  ),(0
.

Analisis berikutnya 

adalah menunjukkan kekonvergenan 

barisan tersebut dengan menunjukkan 

kekonvergenan ),( yxvn terlebih dahulu. 

Misalkan ny
nn keP 
 1}{ dan 

nb
nn eQ 2

1 1}{ 
  sehingga 

n

n
n Q

P
v  .

Kekonvergenan ),( yxvn akan 

ditunjukkan dengan menunjukkan 

kekonvergenan dari 
1}{ nnP dan 

1}{ nnQ

berdasarkan definisi berikut.

Definisi 3.1 Sebuah barisan 
1}{ nnx konvergen ke limit x jika untuk setiap 0 terdapat 

bilangan bulat N, Nn  sehingga  xxn .

Contoh 3.2 Jika 0limlim  



ny

n
n

n
keP   

maka 
1}{ nnP konvergen ke 0.

Bukti:

Pilih untuk setiap 0 terdapat Nn 0

sedemikian    nyny keke 0

Karena Nn , 0nn  sehingga 

nyke =
nye

k
< . 

Dan   


 k
eny  


 k

ny ln   atau  



k

y
n ln

1


Pilih K sedemikian 0n . Ambil 

1n sehingga k
e

k
y




Dengan demikian ny
nn KeP 
 1}{

konvergen ke 0.
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Contoh 3.3  Jika 

1)1(limlim 2  



nb

n
n

n
eQ maka 


1}{ nnQ konvergen ke 1.

Bukti:

Pilih untuk setiap 0 terdapat Nn 0

sedemikian 

   nbnbnb eee 222 1)1(

Karena Nn , 0nn  sehingga 




 
nb

nb

e
e

2

2 1
. 

Dan  


 12 nbe 


 1
ln2 nb atau 



1

ln
2

1

b
n 

Pilih 1 sedemikian 0n . Ambil 

1n sehingga 1
1

2

2 



b

b

e
e

Dengan demikian nb
nn eQ 2

1 1}{ 
 

konvergen ke 1.

Teorema 3.4 Jika 
1}{ nnP konvergen ke P dan 

1}{ nnQ konvergen ke Q, dengan 0Q dan 

0nQ untuk setiap n, maka 











1nn

n

Q

P
konvergen ke 

Q

P
.

Bukti:

Pilih 0 , terdapat sebuah bilangan 

positif bilangan Riel M dan sebuah 

bilangan bulat positif 1N , sedemikian 

MQn  untuk setiap 1Nn . Kemudian 

0
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' 




Q

P

M

Terdapat sebuah bilangan positif 2N

sehingga, untuk 2Nn  , 'PPn dan 

sebuah bilangan bulat positif 3Nn  , 

sehingga 'QQn . Misalkan 

},,max{ 321 NNNN  . Untuk Nn  , 

'QQn , 'PPn dan MQn  . 
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Dengan demikian 
n

n
n Q

P
v  konvergen ke 0.

Teorema 3.5 (The Ratio Test) Misalkan bahwa 0nv untuk kn  maka

a.  nv jika 1lim 1 


n

n

n v

v

b.  nv jika 1lim 1 

 n

n

n v

v

Bukti:

a. Jika 1lim 1 


n

n

n v

v
, terdapat bilangan r sehingga 10  r dan r

v

v

n

n 1 untuk n yang 

semakin besar. Pernyataan ini dapat dituliskan sebagai n

n

n

n

r

r

v

v 1
1


  .

Karena  nr maka  nv

b. Jika 1lim 1 

 n

n

n v

v
terdapat bilangan r sehingga 1r dan r

v

v

n

n 1 untuk n yang 

semakin besar. Pernyataan ini dapat dituliskan sebagai n

n

n

n

r

r

v

v 1
1


  .

Karena  nr maka  nv 

Berdasarkan tes rasio diatas, kekonvergenan dari  






bn

yn

n
e

e
kv





21

ditunjukkan dengan 
n

n

n v

v 1lim 


= )

1
)(

1
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2

)1(2

)1(

yn
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yn

n ke

e

e

ke






















  =  







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





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 bn
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n e

e
e
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


)1(2

2

1

1
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  = ye 

Untuk 0 dan y > 0 maka 10   ye  sehingga  nv adalah konvergen.
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Teorema 3.6 (The Comparison Test) Misalkan bahwa untuk setiap Nn , nn vu 0

dan jika  nv konvergen maka  nu juga konvergen.

Bukti:

Misalkan nn uuus  ...21 dan nn vvvt  ...21 , kemudian karena  nv konvergen, 

)( nt adalah terbatas. Misalkan ttn  , untuk setiap Nn , 

ttvvvuuus nnnn  ...... 2121 sehingga ns juga terbatas. Karena    ( ns ) 

adalah barisan yang naik (increasing, 0nu ), ( ns ) menuju titik limit pada n , dan 

 nu konvergen. 

Karena ),(),(0 yxvyxu nn  dan comparison test maka  nu adalah 

konvergen. 

Teorema 3.7 Misalkan  nu adalah sebuah barisan bilangan riel. Jika  nu konvergen 

maka  nu juga konvergen.

Bukti:

Misalkan








00

0

n

nn
n ujika

ujikau
a    dan









0

00

nn

n
n ujikau

ujika
b

Kemudian untuk setiap Nn , 0na , 

0nb dan nnn bau  . Dengan 

demikian nn ua 0 dan nn ub 0 . 

Jadi, jika  nu adalah konvergen maka 

berdasarkan comparison test

membuktikan bahwa  na dan  nb

adalah konvergen, sehingga )( nn ba 
juga konvergen. 

Solusi  ),(),( yxuyxu n

dengan ),(),(0 yxvyxu nn  telah 

terbukti konvergen dan 0),(~
0 yxu

adalah bidang keseimbangan. Yang 

menjadi pertanyaan adalah apakah solusi 

nol 0),(~
0 yxu adalah stabil?
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Definisi 3.8 Jika untuk setiap 0 terdapat )( sehingga )(0 x , 

 ),(~),( 000 yxuyxxu untuk setiap 0y maka ),(~
0 yxu disebut stabil.

Misalkan )(0 x dan berdasarkan teorema 3.4 diatas maka
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
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e
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1
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
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
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
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
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
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e
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)(2
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1



Definisi 3.9  Penyelesaian ),(~
0 yxu disebut stabil asimtot, jika stabil dan terdapat bilangan

00  sehingga 00 x dan 0)),(~),((lim 000 


yxuyxxu
y

Dengan definisi tersebut,  00
1

1
sinlim

2

)(2
























 




 




nb

ybn
ny

y e

e
enxk .

Dengan demikian, solusi 

persamaan laplace yang diperoleh adalah 

barisan solusi yang konvergen dan stabil 

asimtotik terhadap bidang keseimbangan 

seperti ilustrasi pada gambar berikut.
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Gambar 3.10 Kurva solusi  













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Gambar 3.11 Sudut pandang dimensi dua kestabilan solusi persamaan laplace 

KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan penelitian tersebut, 

dapat diambil kesimpulan bahwa solusi 

persamaan laplace pada batas dirichlet 

dapat diperoleh dengan metode 

pemisahan variabel dengan nilai eigen 

positif. Solusi yang diperoleh adalah 

barisan solusi yang konvergen dan solusi 

nol adalah bidang keseimbangannya. 

Solusi tersebut stabil asimtotik terhadap 

bidang keseimbangan. 

Persamaan laplace adalah salah 

satu bentuk persamaan differensial 

elliptik. Penelitian ini dapat dilanjutkan

ke bentuk persamaan-persamaan elliptik 

lainnya atau ke tipe persamaan parabolik 

ataupun hiperbolik.
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