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ANALISIS REGULERISASI OPTIMISASI KONVEKS TIGA TAHAP 

 

Lasker P. Sinaga 

Abstrak 

Regulerisasi adalah teknik penyederhanaan yang dilakukan pada optimisasi bertahap. 
Optimisasi konveks tiga tahap dapat diregulerisasi sebanyak dua tahap. Pertama dilakukan 
pada kedua kendalanya sehingga diperoleh optimisasi dua tahap yang baru. Kemudian 
diregulerisasi kembali dengan skalar yang baru dan diperoleh optimisasi yang sangat 
sederhana. Fungsi penalty yang diperoleh adalah bersifat konveks, lipschitz dan konvergen 
seragam.  
 

Kata kunci : Optimisasi bertahap, Optimisasi konveks, Regulerisasi 

 

A. PENDAHULUAN 

Banyak permasalahan dalam 

kehidupan sehari-hari diselesaikan secara 

matematis dengan memformulasi model 

matematika dan menemukan solusi atau 

pendekatan solusi. Optimisasi matematika 

membantu mendapatkan solusi yang 

memenuhi fungsi tujuan dan kendalanya. 

Sebagai contoh adalah meminimumkan 

biaya transport suatu barang dari kota A ke 

kota B. Secara alami, dasar pemikiran 

pertama adalah meminimumkan jarak 

ataupun waktu tempuh kedua kota, tetapi 

bila masalah ini dianalisis lebih lanjut, 

terkadang solusi yang diambil masih dapat 

menyebabkan masalah selanjutnya. Pada 

contoh di atas, jarak yang sedekat mungkin 

boleh menjadi solusi awal tetapi 

kenyataannya tidak selamanya jarak yang 

dekat menyelesaikan masalah di atas. 

Bagaimana dengan tingkat kemacetan atau 

lebar jalan terhadap jalan yang dipilih 

sebagai solusi tersebut? Hal ini membuat 

kita harus membuat suatu model 

matematika yaitu optimisasi bertahap. 

Pada optimisasi dua tahap, sebuah 

himpunan yang memuat variabel yang 

menjadi solusi awal dari masalah 

optimisasi ini akan menjadi parameter 

untuk variabel lainnya. Ye (1999). Hal ini 

berarti  ada proses dua tahap (Level Upper 

dan Level Lower) yang dilakukan yaitu 

dengan setiap keputusan pada level upper 

atau outer problem maka ditentukan 

keputusan pada lower problem atau inner 

problem. Vicente (1997) dan lihat juga 

Wang  (2008). 

Optimisasi bertahap bertujuan 

menemukan solusi yang memperdamaikan 

antara kendala, fungsi tujuan pertama, 

fungsi tujuan kedua dan seterusnya. Jika 

sebuah solusi layak pada fungsi tujuan 

pertama terkumpul maka akan diseleksi 

dan dikumpulkan kembali solusi-solusi 
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layak yang memenuhi kendalanya. Chio 

(2004) dan Audet (2006). 

Optimisasi ini termasuk kasus yang 

sulit diselesaikan sehingga banyak ilmuan 

mencari berbagai metode untuk 

menyelesaikannya, seperti Metode 

Steepest Descent, lihat Solodov (2007), 

Proyeksi Gradien atau berbagai algoritma, 

lihat Calamai (1987). Untuk 

menyederhanakan optimisasi ini, 

diperlukan kombinasi dengan teknik 

regulerisasi, lihat Ali (2005).  

 

  

B. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini dilakukan dengan cara studi literatur dengan berbagai dukungan definisi dan 

teorema. 

 

C. PEMBAHASAN DAN HASIL 

1. Optimisasi Konveks Tiga Tahap 

 

Optimisasi konveks adalah optimisasi 

dengan daerah asal fungsi, fungsi objektif 

serta fungsi kendalanya bersifat konveks. 

Optimisasi konveks tiga tahap 

diformulasikan sebagai berikut: 

),,(min 3211,, 321

xxxf
xxx

 

st  ),( 32 xx  solusi ),,(min 3212, 32

ξξ
ξξ

xf  

st  ∈3ξ  arg ),,(min 213 ⋅ξxf  

Untuk 1
1

nRx ∈ , 2
2

nRx ∈ , 3
3

nRx ∈  dan RRf n →1:1 , RRf n →2:2 , RRf n →3:3  

 

Jika setiap nilai variabel yang 

memenuhi fungsi obyektif pertama maka 

didefinisikan himpunan solusi yang 

meminimumkan fungsi kendala pada tahap 

kedua yang bergantung pada solusi tahap 

pertama tersebut, demikian seterusnya 

pada tahap ketiga. Untuk mempermudah 

tahap yang tersebut diperlukan strategi 

regulerisasi untuk menyederhanakan 

model sehingga mempermudah 

mendapatkan solusi yang 

memperdamaikan ketiga fungsi obyektif  

bertahap tersebut. 
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2. Regulerisasi Optimisasi Konveks Tiga Tahap 

Regulerisasi adalah metode 

skalarisasi yang digunakan untuk 

menyederhanakan dan menyelesaikan 

optimisasi bertahap. Tujuan dari 

regulerisasi adalah mendapatkan suatu 

keadaan yang seimbang antara fungsi 

tujuan dan kendalanya yang sedang dalam 

keadaan konflik. Untuk mencapai keadaan 

setimbang inilah diperlukan metode 

regulerisasi.  

 

Definisi 1 (Regulerisasi)  Misalkan P adalah sebuah bentuk optimisasi dengan dua fungsi 

objektif Ax b−  dan x  sebagai berikut: 

P:   Minimize    ( , )x x Ax b−  

s.t         nx R∈  

sehingga bentuk regulerisasi  dari masalah P di atas dituliskan: 

P(δ):  Minimize    ,    0x x Ax bδ δ+ − >  

     s.t          nx R∈  

untuk sebuah barisan naik (increasing 

sequence) konstan δ dengan δ → +∞ . 

Kuantitas skalar δ  disebut dengan 

parameter penalty.  

Dengan demikian pada optimisasi 

konveks tiga tahap, tujuan regulerisasi 

adalah menemukan vektor x ∈ C, dengan 

C adalah himpunan konveks yang 

mengoptimumkan permasalahan optimisasi 

vektor dengan tiga fungsi obyektif. 

  

Misalkan 1x
 
fix maka solusi layak optimisasi bergantung pada kedua kendalanya. Kedua 

kendala tersebut adalah permasalahan optimisasi dua tahap, sebagai berikut: 

),,(min 3212, 32

ξξ
ξξ

xf  

st  ∈3ξ  arg ),,(min 213 ⋅ξxf  

Untuk 321),,( 321
nnn RRRxxxx ××∈=

 
maka optimisasi dua tahap dapat diubah menjadi: 

)(min 2 xf  

st  ∈3ξ  arg )(min 3 xf  

diregulerisasi menjadi, 

)()()( 32 xfxfxh += μμ
 
dengan 0>μ
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Dengan demikian optimisasi konveks tiga tahap dapat diformulasikan kembali menjadi: 

)(min 1 xf  

st  Sx∈  = arg }|)(min{ Cxxh ∈μ  

diregulerisasi kembali menjadi, 

)()()( 1 xhxfx μλ λψ +=
 
dengan 0>λ

 
atau 

)()()()( 321 xfxfxfx ++= μλψ λ
 
dengan 0>μ  dan 0>λ  

 

3. Analisis Regulerisasi  

 

Definisi 2 Sebuah fungsi RRn →:ψ  adalah konveks jika domain ψ  adalah himpunan 

konveks dan jika untuk setiap ψ , 21 Domxx ∈  dan untuk setiap 10 ≤≤ θ , 

)()1()())1(( 2121 xxxx ψθθψθθψ −+≤−+  

 

Dari definisi di atas, fungsi )(xλψ  
merupakan fungsi konveks. 

Jika )(),(),( 321 xfxfxf  merupakan fungsi 

konveks dan 0>μ  dan 0>λ  maka: 

)()1()())1(( 2111211 xfxfxxf θλλθθθλ −+≤−+  
)()1()())1(( 2212212 xfxfxxf θμμθθθμ −+≤−+  

)()1()())1(( 2313213 xfxfxxf θθθθ −+≤−+  
sehingga 

))1(())1(())1(( 213212211 xxfxxfxxf θθθθμθθλ −++−++−+  

)()1()()()1()()()1()( 231322122111 xfxfxfxfxfxf θθθμμθθλλθ −++−++−+≤  

)()1()()1()()1()()()( 232221131211 xfxfxfxfxfxf θθμθλθμθλθ −+−+−+++≤  

)]()()()[1()]()()([ 232221131211 xfxfxfxfxfxf ++−+++≤ μλθμλθ  

atau 

)()1()())1(( 2121 xxxx λλλ ψθθψθθψ −+≤−+  
 

Teorema 1 Jika RC →:ψ  adalah fungsi konveks maka ψ  adalah fungsi Lipschitz. 

 

Bukti: Fungsi RC →:ψ  dan 1 2,x x C∈  disebut fungsi konveks jika memenuhi: 
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)()()()( 12112 xxxxx T −∇+≥ ψψψ  
atau diformulasi menjadi: 

)()()()( 21121 xxxxx T −∇≤− ψψψ  

dengan menggunakan operator norm maka 

21121 )()()( xxxxx T −∇≤− ψψψ  

dengan TxK )( 1ψ∇=  maka kondisi tersebut memenuhi fungsi Lipschitz.  ■ 

 

Teorema 2 Jika RA→:ψ  adalah fungsi Lipschitz maka ψ  adalah fungsi kontinu seragam 

pada  A. 

 

Bukti: Jika kondisi fungsi Lipschitz RA→:ψ  dipenuhi dengan konstanta ,0>K  kemudian 

diberikan 0>ε  dan mengambil ( ) / Kδ ε ε=  sedemikian sehingga untuk setiap 1 2,x x A∈  

memenuhi:  

εεψψεδ =<−⇒≤− KKxxxx /)()()( 2121  ■ 

 

Jika adalah 1f  fungsi konveks terbatas dalam C sehingga: 

}|)(inf{ 11 Cxxff ∈=<∞−  
dan fungsi μh  akan secara langsung menjadi fungsi terbatas dalam C sehingga, 

}|)(min{ Cxxhh ∈=<∞− μμ  
sehingga 

))()(())()(()( 11 xhxhxfxfx μμλ λψ −+−=
 

Jika fungsi λψ  adalah kontinu maka memberikan kesempatan mencari sebuah solusi Cx ∈λ  

berupa iterasi yang konvergen dengan,  

0lim =
∞→ λλ
ψ  dan +∞=∑

∞

=0λ
λψ  

Sekarang, tergantung ke berbagai 

algoritma dalam menyelesaikan fungsi 

teregulerisasi. Algoritma yang tepat adalah 

algoritma yang teratur dan akurasi yang 

cepat pada iterasinya dalam menemukan 

solusi yang layak. Dengan konveksitas 

fungsi maka sangat memungkinkan untuk 

membuktikan kekonvergenan dari barisan 

solusi yang dibangkitkan algoritma 

penyelesaian. 
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Dengan demikian kekontinuan dan 

kekonvergenan yang seragam sebuah 

fungsi yang teregulerisasi pada optimisasi 

konveks bertahap (3 tahap) mempermudah 

dalam proses pencarian solusi layak pada 

optimisasi konveks bertahap tersebut 

secara algoritma. 

 

D. KESIMPULAN DAN SARAN 

1. Kesimpulan 

Kekontinuan dan kekonvergenan seragam 

fungsi teregulerisasi dari optimisasi 

konveks tiga tahap mempermudah 

pelacakan solusi layak optimisasi dengan 

menggunakan iterasi. 

 

2. Saran 

Perlu dilakukan analisis regulerisasi untuk 

memperlihatkan kekontinuan, 

keseragaman dan kestabilan iterasi solusi 

pada optimisasi konveks n tahap dan 

memperlihatkan contoh kasus yang 

aplikatif di kehidupan sehari-hari. 
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