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Abstrak

Penyebaran penyakit endemik akhir-akhir ini menjadi perhatian para praktisi kesehatan dan
peneliti. Penerapan kaijian persamaan diferensial (linear, non-linear, atau partial) dalam
menyelesaikan masalah penyebaran penyakit endemik memberikan kesempatan untuk
meneliti kontrol  atau strategi terbaik. Model SI – SIIRS merupakan salah satu model
penyebaran penyakit endemik (Hutapea Tri Andri.,Kusomo Fajar Adi, Majalah Berkala MIPA
UGM Volume 19 Januari 2009). Pada tulisan ini, kita akan menginvestigasi analisis stabilitas
lokal pada penyebaran penyakit endemik dengan kontrol vaksinasi pada populasi I (SI) dan
kontrol vaksinasi pada populasi  (SIIR).

Kata kunci:   Endemik, Stabil Lokal, Model SI – SIIR, Kontrol Vaksinasi.

PENDAHULUAN

Suatu model matematika penyebaran penyakit

endemik dibangun dengan

mempertimbangkan kondisi dan karakteristik

suatu penyakit, termasuk juga faktor – faktor

yang terlibat di sekitar lokasi edemik.

Penyebaran penyakit endemik dengan hewan

sebagai vektor virus ke populasi manusia

telah menyita perhatian dunia. Dalam 10

tahun terakhir, terdapat penyebaran virus

H5N1 dengan unggas sebagai vektor virus

dan penyebaran virus H1N1 (flu babi) dengan

hewan babi sebagai vektor virus. Dalam

kajian pemodelan matematika, model SI –

SIIR atau pengembangannya merupakan

model penyebaran penyakit endemik yang

telah diteliti (Handoko, 2007; Iwami, 2008;

Derouich and Boutayeb, 2008). Kompartemen

SI, yaitu susceptible: kelompok individu1

yang rentan, dan infected: kelompok individu1

yang tertular virus utama, merupakan

kelompok populasi sumber virus atau

penyakit endemik. Dalam tulisan,

kompartemen SI merupakan asal penyakit

atau virus selanjutnya akan menyebar ke

populasi lain. Tentunya individu pada

kompartemen SI ada interaksi dengan

individu di populasi yang lain.  Kompartemen

SIIR, yaitu susceptible2 : kelompok individu2

rentan, Infected21: kelompok individu2

terinfeksi karena virus (utama), Infected22:

kelompok individu2 yang terinfeksi setelah

mutasi/perubahan virus utama, dan Recovery:

kelompok individu2 yang sembuh (Hutapea

Tri Andri dan Kusomo Fajar Adi, Majalah

Berkala MIPA UGM Volume 19 Januari 2009).

Vaksinasi merupakan salah satu kontrol

penyebaran penyakit endemik. Misalnya,

menurut WHO, pada tahun 2009 telah
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ditemukan vaksin untuk meminimalisasi

penyebaran penyakit DBD. Pada kasus ini,

manusia yang diberikan vaksin. Namun

terdapat pula penyebaran penyakit yang

memungkinkan pemberian vaksin ke manusia

atau ke individu sumber penyakit, misalnya

penyebaran virus flu burung. Menurut WHO,

pada Desember 2014, beberapa pusat

penelitian bahkan universitas di dunia ini

sudah berhasil menemukan vaksin untuk virus

flu burung.

Pada tulisan ini, akan dianalisis penyebaran

penyakit endemik model SI – SIIR dengan

kontrol vaksinasi pada kelompok SI. Selain

pertimbangan ekonomi, hal ini dilakukan

dengan pertimbangan menghilangkan virus

utama pada populasi yang lebih mudah

terjangkit endemik virus utama sedemikian

sehingga tidak akan terjadi lagi endemik virus

pada populasi SIIR

PEMBENTUKAN MODEL

Pada tulisan ini, diasumsikan bahwa kedua

populasi merupakan populasi terbuka dan

setiap kelahiran masuk ke kompartemen yang

rentan. Individu yang terinfeksi pada populasi

1 diasumsikan tidak memiliki kemungkinan

untuk sembuh, tetapi individu pada populasi 2

memiliki kesempatan untuk sembuh.

Penyebaran penyakit endemik pada populasi 2

disebabkan adanya laju kontak antara individu

dari populasi 1 dengan individu dari populasi

2. Selain itu juga dikaji adanya

pengembangan atau mutasi virus penyakit

setelah endemik pada  populasi 2.

Misalkan c: rekrutmen total pada populasi 1,

b: laju kematian alami pada populasi 1,  :

laju kontak individu yang rentan dengan

individu yang terinfeksi pada populasi 1, m:

laju kematian karena virus utama pada

populasi 1, 1 : laju kontak individu yang

terinfeksi pada populasi 1 dengan individu

yang rentan pada populasi 2,  : rekrutmen

total pada populasi 2,  : laju kematian alami

pada populasi 2, 1d : laju kematian pada

populasi 2 karena virus  utama, 2d : laju

kematian pada populasi 2 karena mutasi virus

utama, 2 : laju penularan mutasi virus utama

pada populasi 2, 3 : laju vaksinasi pada

populasi 1,  :laju mutasi,  : Laju

kesembuhan individu dari populasi 2 yang

terinfeksi virus utama,  :laju kesembuhan

individu populasi 2 yang terinfeksi mutan

virus utama, dan  : Laju penurunan

immunitas  individu populasi 2.

Ilustrasi penyebaran penyakit endemik

dengan pemberian vaksin pada kelompok

populasi 1 dideskripsikan sebagai berikut.
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Model matematika untuk kasus pemberian

vaksin pada populasi 1, dirumuskan sebagai

berikut:

(1.1)

Penyebaran penyakit pada populasi 2 berasal

dari individu populasi 1 yang terjangkit

penyakit tersebut. Adanya interaksi individu

dari populasi 2 dengan individu dari populasi

1 yang sudah terjangkit penyakit, maka model

penyebaran penyakit endemik pada populasi 2

dapat diformulasikan dalam sistem persamaan

diferensial berikut.
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Misalkan      tItStN 111  merupakan

jumlah populasi 1, maka laju perubahan

jumlah individu yaitu:

1113
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dt
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dt
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dt

dN
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Jika tidak terjadi endemik virus utama pada

populasi 1 akan mencapai jumlah populasi

maksimum yaitu
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Gambar 1: Ilustrasi kerangka model dengan kontrol vaksin pada populasi
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Dari Sistem (1.2), infeksi pada individu

populasi 2 dipengaruhi oleh banyak individu

populasi 1 yang terinfeksi virus utama.

Misalkan          tRtItItStN  222122

adalah jumlah populasi 2, maka laju

perubahan jumlah individu dinyatakan dalam

persamaan:

       
.2222112

222122 IdIdN
dt

tdR

dt

tdI

dt

tdI

dt

tdS

dt

dN
 

Untuk 02 
dt

dN
, diperoleh


 222211

2

IdId
N





.

Jika tidak terjadi endemik virus utama  dan

mutasi virus utama pada populasi 2 akan

mencapai jumlah populasi maksimum yaitu







2N . Oleh karena itu, dapat didefenisikan

domain untuk Sistem (1.2), yaitu:
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METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan cara studi

literatur dengan berbagai dukungan definisi

dan teorema.

TEORI  PENDUKUNG

Definisi 1

Dalam bukunya, Perko (1991)

mendefenisikan suatu sistem

 xfx 


(a)

Dengan nn RREf : fungsi kontinu

pada E. Sistem (a) dikatakan linier jika f1, f2 ,

f3, ... fn masing-masing linier dalam x1, x2, x3,

... xn dan dikatakan nonlinear jika f1, f2 , f3, ...

fn masing-masing nonlinier dalam x1, x2, x3,

... xn.

Model penyebaran penyakit di atas

merupakan sistem persamaan diferensial

nonlinier dimensi 6. Dalam hal ini, akan



29

dipelajari perilaku solusi Sistem (1.1) dan

(1.2) di sekitar titik ekuilibrium sistemnya.

Hal tersebut dapat dilakukan melalui

linierisasi di sekitar titik ekuilibrium sistem

(1.1) dan (1.2). Linierisasi suatu sistem

nonlinier dapat dilakukan jika titik

ekuilibrium sistem tersebut merupakan titik

ekuilibrium hiperbolik.

Definisi 2

Titik nx 


disebut titik ekuilibrium Sistem

(a) jika 0





 xf .

Definisi 3

Titik ekuilibrium


x disebut titik ekuilibrium
hiperbolik  dari Sistem (a) jika semua nilai

eigen 





 xJf ,  mempunyai bagian real tak

nol.

Definisi 4

Diberikan matriks Jacobian 





 xJf , sistem

xxJfx 








disebut linierisasi Sistem (a) di

sekitar titik


x .

Hasil  linierisasi suatu sistem nonliner, yaitu

sistem linier selanjutnya akan dikaji

kestabilannya(lokal) di sekitar titik

ekuilibrium


x . Kestabilan suatu sistem

linierisasi diperoleh berdasarkan nilai eigen

dari matriks Jacobian 





 xJf (Olsder, 1994).

Teorema 1

Diberikan Axx 


, dengan nnA  matriks

bilangan real, mempunyai nilai eigen

 nkkii  ,....,2,1, .

a) Titik ekuilibrium


x dikatakan stabil

asimtotik jika dan hanya jika

  .,....,2,1,0Re kii 

b) Jika terdapat  ki ,....,2,1 sehingga

  0Re i , maka titik ekuilibrium


x tidak

stabil.

c) Jika (i)   .,....,2,1,0Re kii 

(ii) Nilai-nilai eigen i dengan

  0Re i bersesuaian  dengan

vektor  eigen bebas linier yang

cacahnya sama dengan

multiplisitasnya dari i .

maka titik ekuilibrium


x stabil.

ANALISIS MODEL DAN HASIL

Dinamika dari suatu sistem dapat dilihat

melalui solusi sistem tersebut. Namun solusi

suatu sistem tidak selalu mudah diperoleh,

khususnya untuk sistem persamaan diferensial

nonlinier. Oleh karena itu, untuk mempelajari

dinamika suatu sistem dapat dilihat dari

perilaku di sekitar titik-titik ekuilibriumnya.

Teorema 2

Diberikan   mbb

cw
r




3
0 

bilangan

reproduktif dasar dari Sistem (1.1).
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i) Jika 10 r , maka Sistem (1.1) hanya

mempunyai satu titik ekuilibrium yaitu P0 =

















 

0,,
3

11 b

c
IS .

ii) Jika 10 r , maka Sistem (1.1) mempunyai

dua titik ekuilibrium yaitu P0 =

















 

0,,
3

11 b

c
IS dan P1 =







 











 





3

11 ,,
b

mb

cmb
IS .

Bukti:

Jika 01 
dt

dI
maka 01 



I atau


mb
S






1 .

Untuk 01 


I dan 01 
dt

dS
diperoleh

b

c
S 


1 .

Untuk


mb
S






1 dan 01 
dt

dS
diperoleh


3

1







 b

mb

c
I . Karena 01 



I

     3
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3

1
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
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
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



bmb

c
r

bmb

c
,

dengan   03  b .

i) Jika 10 r , maka Sistem (1.1) hanya

mempunyai satu titik ekuilibrium yaitu P0

= 















 

0,,
3

11 b

c
IS . Titik P0

merupakan titik ekulibrium non-endemik.

ii) Jika 10 r , maka Sistem (1.1) mempunyai

dua titik ekuilibrium, yaitu P0 =

















 

0,,
3

11 b

c
IS dan P1=







 











 





3

11 ,,
b

mb

cmb
IS . Titik

P1 merepresentasikan penyebaran virus

utama pada populasi 1 telah endemik, kita

defenisikan sebagai titik ekulibrium

endemik. ■

Teorema 3

Misalkan 01 


I dan  




2

2
0 d

R

bilangan reproduktif dasar karena

penyebaran mutasi virus utama pada

populasi 2.

i) Jika 10 R , maka Sistem (1.2) hanya

mempunyai satu titik ekuilibrium yaitu E0 =

















 

0,0,0,,0,,,,,,
3

2221211 


b

c
RIISIS

.

ii) Jika 10 R , maka Sistem (1.2)

mempunyai dua titik ekuilibrium yaitu

E0 =
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c
RIISIS

dan E1 = 





 

RIISIS ,,,,, 2221211
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
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


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
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




22222

2
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,,0,,0,




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
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
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d

b
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Bukti:

Untuk 01 


I dan 021 
dt

dI
diperoleh 021 



I .

Jika 01 


I dan 022 
dt

dI
maka 022 



I atau

2

2
2 

 


 d
S .  Karena 021 



I , 022 


I ,

dan 0
dt

dR
, diperoleh 0



R . Selanjutnya

01 


I , 022 


I , dan 02 
dt

dS
diperoleh







2S .  Akibatnya diperoleh titik

ekulibrium E0 =

















 

0,0,0,,0,,,,,,
3

2221211 


b

c
RIISIS

(Titik ekuilibrium non – endemik pada

populasi 2).

Untuk menentukan titik ekuilibrium endemik

diperoleh dari persamaan 021 
dt

dI
, 02 

dt

dS

dengan 01 


I . Adanya mutasi virus utama

pada populasi 2, artinya

  00
22

2222 










d

II .

Karena   22
22 












d
I , 021 



I , dan

0
dt

dR
, ditemukan

  .
22
























d
R

Dengan demikian diperoleh titik ekuilibrium

E1 = 





 

RIISIS ,,,,, 2221211

 
    .,,0,,0,

22222

2

3






















































 dd

d

b

c

Titik ini didefenisikan sebagai titik

ekuilibrium endemik mutasi virus utama.

Untuk   1
2

2 
 


d

, didefenisikan

 




2

2
0 d

R (bilangan reproduktif

dasar penyebaran mutasi virus utama pada

populasi 2).

i) Untuk 10 R , Sistem (1.2) hanya

mempunyai satu titik ekuilibrium yaitu

E0 .

ii) Untuk 10 R , Sistem (1.2) mempunyai

dua titik ekuilibrium yaitu E0 dan E1.

■

Teorema 4

Diberikan 03
1 










b

mb

c
I ,

  





 






112

2
0

Id
R




adalah bilangan

reproduktif dasar penyebaran virus utama

dan mutasi virus utama  dari Sistem (1.2).

Jika 10 


R , maka Sistem (1.2) mempunyai

tiga titik ekuilibrium yaitu E0, E1 dan E2.
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Titik E2 = 





 

RIISIS ,,,,, 2221211 merupakan
titik ekuilibrium ketiga dari Sistem (1.2),

dengan




1S 0



mb
; 03

1 









b
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c
I ;

    
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2

1 22
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2 














l

pk
pkpk

k
p

S





;

    
0

4

2

1 22
22

21 


























l

pk
pkpk

k
pl

p
I





;

dengan   12
0 






pk
R




;

     0
4

2

1 22
22

2
22 












l

pk
pkpk

k
I





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    

    
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4

2

4

2

1
1
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2
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






























































l

pk
pkpk

k

l

pk
pkpk

k
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p

R













.

(1.3)

Bukti:

Jika 03
1 










b

mb

c
I ,


mb

S





1 , dan

02 
dt

dS
maka diperoleh:






22211

2

II
S




. (1.4)

Untuk 03
1 










b

mb

c
I dan 021 

dt

dI

diperoleh:









1

211
21 d

SI
I . (1.5)

Dengan mensubsitusikan 2S dan 21I di atas ke

persamaan 022 
dt

dI
, diperoleh:

      

.
1

11

221122
2

222222




















 





d

I

IIdIdIF

(1.6)



33

Jika   022 IF maka persamaan (1.6) adalah persamaan kuadrat yang memiliki dua  akar real dan

berlainan tanda. Untuk kasus laju mutasi sangat kecil  10   , akibatnya persamaan (1.6)

menjadi :

       221122
2

222222 IIdIdIF 











 



 (1.7)

mempunyai akar real dan tidak sama jika:

  01122 





 



Id  
 

1

112

2 






 



Id 


.

Didefenisikan
  






 


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2
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Id
R





adalah bilangan reproduktif  dasar penyebaran

virus utama dan mutasi virus utama pada

populasi 2. Dengan demikian, akar positif

dari Persamaan (1.8) adalah:

 

 
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karena
 

1
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2
0 







 





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R




.

Untuk memudahkan perhitungan, misalkan    2dk ,    1dl ,

.3
1 







 









b
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c
p

Oleh karena itu diperoleh

     0
4

2

1 22
22

2
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


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



Dengan mensubtsitusikan nilai


122I ke Persamaan (1.4) dan (1.5) diperoleh nilai
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












Dengan demikian diperoleh titik ekuilibrium

E2 yang disajikan pada persamaan (1.3). Titik

ekuilibrium E2 ini didefenisikan sebagai titik

ekuilibrium endemik virus utama dan

mutasinya. ■

Untuk menyelidiki kestabilan titik-titik

ekuilibrium Sistem (1.1), akan digunakan

teknik linierisasi. Matriks Jacobian Sistem

(1.1) di titik 





 

11, IS adalah:

 


























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mbSI

SIb
ISJ
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113
11,





(1.8)

Teorema 5

Diberikan   mbb

cw
r




3
0 

, dan titik-titik

ekuilibrium dari Sistem (1.1) yaitu P0 =

















 

0,,
3

11 b

c
IS dan P1 =







 











 





3

11 ,,
b

mb

cmb
IS .

i) Jika 10 r , maka titik ekuilibrium P0

stabil asimtotik lokal.

ii) Jika 10 r , maka titik ekuilibriumP0

tidak stabil (titik saddle).

iii) Jika 10 r , maka titik ekuilibrium P1

stabil asimtotik lokal.

Bukti:

Persamaan karakteristik matriks Jacbian titik

P0, yaitu   00  PJI sedemikian sehingga
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


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

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








b

c
mbb .
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i) Untuk 10 r , maka 031  b dan

  0
3

2 


 mb
b

c




 , berdasarkan

Teorema 1 maka titik P0 stabil asimotik

lokal.

ii) Untuk 10 r , maka 031  b dan

  0
3

2 


 mb
b

c




 , berdasarkan

Teorema 1 maka titik P0 tidak stabil (titik

saddle).

Persamaan karakteristiknya matrik Jacobian

untuk titik P1 , yaitu   01  PJI , berlaku:

 

 
   00 3

2
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





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c
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mb

c


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
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



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(1.9)

iii) Untuk melihat nilai 2,1 , diselidiki dari

nilai   3
2

4 











bmb
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c
, artinya

terdapat tiga kemungkinan yaitu:

a) Titik P1 stabil asimtotik lokal.

b) Titik P1 tidak stabil (titik saddle).

c) Titik P1 adalah stabil asimtotik karena

bagian real dari 02,1  . ■

Teorema 6

Diberikan  
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R dan titik

ekuilibrium bebas penyakit dari Sistem (1.2)

yaitu E0 =
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i) Jika 10 R , maka  titik ekuilibrium E0

stabil asimtotik lokal.

ii) Jika 10 R , maka titik ekuilibrium E0 tidak

stabil (titik saddle).

Bukti:

Nilai eigen dari matriks Jacobian E0

ditentukan melalui persamaan karakteristik

matrik Jacobian pada titik E0, yaitu

  .00  EJI
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(1.10)

i) Untuk 10 R , titik ekuilibrium E0 adalah

titik stabil asimtotik lokal

ii) Untuk 10 R ,titik ekuilibrium E0 tidak

stabil (titik saddle). ■
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Teorema 7
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titik endemik E2 pada persamaan (1.5)

adalah titik stabil asimtotik lokal.

Bukti:

Matriks Jacobian dari Sistem (1.2)  pada titik

E2 adalah:

 

 

.

000

000

000

000

0000

0000

22222

1121

222221121

11

113

2































































kSI

lIS

SIIS

mbSI

SIb

EJ

Nilai


1221 ,, SII dan


2S yang disajikan  pada persamaan (1.3) disubtitusikan ke matriks Jacobian di
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Nilai eigen  matriks Jacobian pada titik E2 dari Sistem (1.2) ditentukan melalui persamaan

karakteristik matriks Jacobian pada titik tersebut, yaitu   02  EJI .
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mengakibatkan  persamaan (1.11) berubah menjadi
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Dengan demikian persamaan karakteristik di atas berubah menjadi:

      0..   gf (1.12)

i) Dengan menggunakan Kriteria Routh-

Hurwitz persamaan

    cmbb
mb

c
f 


 


 2

memiliki bagian real negatif sehingga

nilai 01  dan 02  .

ii) Dengan menggunakan Kriteria Routh-

Hurwitz, persamaan

      lqylvzvlyqylqyqlg   23

, nilai  negatif karena  koefisien fungsi

 g semua bernilai positif, akibatnya

0,0 21   dan 03  .

iii) Untuk   0  diperoleh 0  .

Jadi, dari i, ii, dan iii, disimpulkan bahwa

persamaan karakteristik matriks Jacobian

pada titik E2 mempunyai nilai eigen negatif.

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 1 titik

E2 adalah titik stabil asimtotik lokal.
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stabil asimtotik lokal.

Bukti:

Nilai eigen dari matriks  1EJ , ditentukan melalui persamaan karakteristiknya   .01  EJI
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Dengan menggunakan Kriteria Routh-

Hurwitz, nilai eigen dari persamaan

karakteristik adalah bernilai negatif. Jadi dari

berdasarkan Teorema 1 dan pembahasan

bagian i, ii, iii, iv, dan v disimpulkan bahwa

titik E1 stabil  asimtotik lokal . ■

KESIMPULAN DAN SARAN

Penyebaran virus utama pada populasi 1 dan 2

menjadi fokus pada tulisan ini, meskipun

faktor atau parameter penentu endemik hanya

dikaji secara matematis. Pada populasi 1, nilai

parameter 03 





 


 

b

mb

c
menandakan

adanya endemik virus utama. Untuk tindakan

pencegahan penyebaran virus utama,

diharapkan nilai 





 


 

3b

mb

c
sangat

kecil. Supaya nilai 





 


 

3b

mb

c
semakin

kecil dipengaruhi 3 (laju vaksinasi pada

populasi 1),  (lajukontak individu yang

rentan dengan yang terinfeksi). Jika semakin

kecil nilai parameter  dan semakin besar

nilai parameter 3 , maka nilai







 


 

3b

mb

c
akan konvergen ke 0. Oleh

karena itu, dari hasil penelitian ini,

direkomendasikan pada pengambil kebijakan

untuk memperhatikan hal – hal yang

menjadikan parameter  semakin kecil. Jika

terjadi endemik virus utama pada populasi 1,

maka jumlah populasi akan konvergen ke

nilai


mb 
.

Pada populasi 2 tidak akan terjadi endemik

virus utama maupun mutasinya jika tidak ada

interaksi dengan populasi 1. Oleh karena itu,

nilai parameter 1 harus diminimumkan

dengan berbagai langkah – langkah preventif.

Titik E1 dengan 10 R menyatakan bahwa

penyebaran virus utama terdapat pada

populasi. Demikian halnya Titik E2 dengan

10 


R menyatakan adanya penyebaran

endemik mutasi virus utama. Sebagai

tindakan preventif atas bahaya suatu virus

mengacu pada  bilangan reproduktif dasar

(R0). Dalam penelitian ini, kasus wabah

mutasi virus utama, jika selisih rasio

rekrutmen total terhadap total laju dengan

rasio laju kematian alami terhadap laju kontak
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individu rentan dengan individu yang sakit

lebih besar dari satu, maka perlu dilakukan

tindakan preventif pada populasi tersebut.

Untuk kasus wabah virus utama dan

mutasinya, jika rasio  parameter yang terkait

dengan bilangan reproduktif dasar 





 

0R lebih

besar dari satu, maka pada populasi 1 dan 2

harus dilakukan tindakan preventif.
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