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ABSTRAK 

Model gerak ayunan yang dipengaruhi gaya gesekan yang berbanding lurus dengan 

kecepatan sudut merupakan suatu persamaan diferensial nonlinear. Model ini diubah 

menjadi sistem persamaan diferensial nonlinear yang lebih sederhana dan memiliki 

solusi bersifat periodik dengan titik kritis )0,( nP  dengan n bilangan bulat. Titik-titik 

kritis akan  stabil jika n adalah bilangan genap dan sebaliknya, tidak stabil jika n adalah 

bilangan ganjil. Bentuk kestabilan (simpul, pelana atau spiral) dari titik kritis bergantung 

pada nilai-nilai parameter model tersebut. 

Kata kunci: persamaan diferensial, sistem dinamik, gerak ayunan, titik kritis, kestabilan  

 

 

ABSTRACT 

The pendulum motion model influenced by friction force that is directly proportional to 

the angular velocity. This model is converted into a simpler nonlinear differential 

equation system and has a periodic solution with critical point )0,( nP
 
where n is an 

integer. The critical points will be stable if n is an even numbers and vice versa, will be 

unstable if n is an odd number. The stability form (node, saddle or spiral) of critical 

points depends on the value of the model’s parameter. 

Key words: differential equation, dynamic system, pendulum motion, critical points, 

stability 

 

1. Pendahuluan 

Persamaan diferensial sering digunakan untuk memodelkan berbagai masalah dalam 

kehidupan sehari-hari ke bentuk matematis. Bentuk dan kerumitan model yang diperoleh 

bergantung pada karakteristik dan kerumitan masalah itu juga. Berbagai jenis persamaan 

diferensial dan sistem persamaan diferensial, linear atau nonlinear, homogen atau 

nonhomogen dapat digunakan untuk memodelkan masalah nyata [2,4,5,6,7]. Keadaan 

masalah nyata dapat dipelajari melalui proses pengamatan dan analisis pada model 

matematika permasalahan tersebut. Berdasarkan model matematis maka titik kritis dan 
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perilaku solusi serta kestabilannya dapat ditentukan secara analitik maupun numerik 

[4,5,6,7]. 

2. Kajian Teori 

Analisis model matematis dalam system dinamika dilakukan dengan melakukan proses 

linearisasi pada model dan menemukan titik kritisnya serta menentukan kestabilan titik 

kritis tersebut [4,5,7]. 

Definisi 1. Titik ),( 00 yx  yang memenuhi sistem otonomus ),( yxfx   dan 

),( yxgy   disebut titik kritis (atau titik keseimbangan) jika 0),( 00 yxf  dan 

0),( 00 yxg . 

Teorema 1. Titik kritis )0,0(O  dari sistem nonlinear ),( yxFbyaxx   dan 

),( yxGdycxy   merupakan: 

a. Simpul (node) jika akar-akar persamaan karakteristik adalah bilangan real dan 

bertanda sama. 

b. Pelana (saddle) jika akar-akar persamaan karakteristik adalah bilangan real dan 

berbeda tanda. 

c. Pusat (fokus) jika akar-akar persamaan karakteristik adalah bilangan kompleks 

sekawan sejati. 

d. Pusat (spiral) jika akar-akar persamaan karakteristik adalah bilangan kompleks tidak 

sejati. 

 

Model Gerak ayunan yang dipengaruhi gaya gesekan yang berbanding lurus dengan 

kecepatan sudut dimodelkan pada [5] dengan persamaan diferensial nonlinear dengan 

bentuk: 

0sin2

2

2

 


dt

d
k

dt

d
, 0k  
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Selain melakukan analisis pada model, perilaku solusi model akan diamati juga dengan 

simulasi atau pendekatan numerik yaitu dengan menggunakan forward euler [3,6]. 

Dengan demikian simulasi numerik tersebut akan difasilitasi dengan komputer yaitu 

software matlab [1,8]. 

 

3. Metode Penelitian 

Penelitian ini dilakukan dengan cara studi literatur dengan berbagai dukungan definisi 

dan teorema dengan teknis sebagai berikut: mengubah persamaan diferensial nonlinear 

menjadi sistem persamaan nonlinear dan linearisasi, menemukan titik kritis dan 

kestabilannya, melakukan simulasi dengan pendekatan numerik (forward euler) [3,6].   

4. Hasil dan Pembahasan 

Suatu ayunan bergerak dipengaruhi oleh gaya gesekan yang berbanding lurus dengan 

kecepatan sudut   merupakan persamaan diferensial dengan bentuk 

   0sin2

2

2

 


dt

d
k

dt

d
, 0k   .................  (1) 

Persamaan diferensial nonlinear (1) diubah menjadi sistem persamaan diferensial dengan 

memisalkan x
 
dan y

dt

d



, yaitu:       

 y
dt

dx
  dan 0sin2  xky

dt

dy
   .................  (2) 

Titik kritis dari sistem persamaan (2) dapat diperoleh jika memenuhi: 

    0 y
dt

dx
 dan 0sin2  xky

dt

dy
   .................  (3) 

Dengan menyelesaikan sistem (3) maka diperoleh 0y  dan 0sin x . Mengingat 

fungsi trigonometri bersifat periodik maka persamaan trigonometri 0sin x  

menghasilkan solusi nx   untuk n bilangan bulat. Dengan demikian, titik kritis model 

tersebut adalah: 
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)0,( n  untuk n bilangan bulat  .................  (4) 

Berdasarkan sifat periodik fungsi sinus maka titik kritis yang dikaji cukup pada titik 

)0,0(O  dan )0,(Q .  

4.1 Analisis stabilitas titik kritis )0,0(O  

Dengan menggunakan deret Mclaurin pada xsin  maka sistem (2) dapat dilinearkan 

menjadi: 

   
0 y

dt

dx
 dan 02  xky

dt

dy
   .................  (5) 

Jika m adalah akar karakteristik persamaan 02

2

2

 x
dt

dx
k

dt

xd
  maka diperoleh 

persamaan karakterisitik 022  kmm  dengan akar-akar 
2

4 22

2,1




kk
m . 

Berdasarkan nilai diskriminan 
22 4 kD , akar-akar karakteristik tersebut dikaji 

menjadi 3 kasus, yaitu: 

4.1.1 Kasus 1 (Untuk 2k ) 

Jika 2k  maka 0D  sehingga akar-akar yang diperoleh adalah bilangan kompleks 

tak sejati yaitu 
2

1

pik
m


  dan 

2
2

pik
m


  untuk p  bilangan real positif. Solusi 

sistem persamaan adalah 2
)(

2
)(

t
pik

t
pik

BeAex


  dan 2
)(

2
)(

t
pik

t
pik

DeCey


 . 

Kedua solusi bersifat periodik dan asimtotik menuju titik asal )0,0(O . Jika 0k  maka 

diperoleh 0x  dan 0y  untuk t . Dengan demikian titik kritis ini disebut 

stabil (spiral) asimtotik untuk 0k  . 
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Gambar 1. Stabilitas titik kritis O(0,0) untuk 2k  

4.1.2 Kasus 2. (Untuk 2k ) 

Jika 2k  maka 0D  sehingga akar-akar yang diperoleh adalah bilangan real negatif 

yang sama yaitu 
2

21

k
mm   untuk 0k . Solusi persamaan adalah 

t
k

t
k

BteAex 22


  dan 
t

k
t

k

DteCey 22


 . Dengan demikian, 
BtA

DtC

x

y




  dengan 

B

D

x

y
  untuk t . Kurva bersifat asimtotik menuju titik asal )0,0(O  dengan 

gradien B
D

. Jadi titik kritis ini disebut stabil simpul (node) untuk 0k  . 

 

Gambar 2. Stabilitas titik kritis O(0,0) untuk 2k  
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4.1.3 Kasus 3. (Untuk 2k ) 

Jika 2k  maka 0D  dengan 
22 4 kq  dan diperoleh qk   sehingga akar-

akar  karakteristik adalah bilangan real negatif yaitu 
2

1

qk
m


  dan 

2
2

qk
m


  

untuk q  bilangan real positif. Solusi persamaan adalah 
t

qk
t

qk

BeAex 22



  dan 

t
qk

t
qk

DeCey 22



 . Dengan demikian, titik kritis ini disebut stabil simpul (node) 

untuk 0k  . 

 

Gambar 3. Stabilitas titik kritis O(0,0) untuk 2k  

 

4.2 Analisis stabilitas titik kritis )0,(Q  

Sistem (2) dapat dilinearisasi menjadi sistem persamaan diferensial linear homogen, 

yaitu: 

   
0 y

dt

dx
 dan 0)(2   xky

dt

dy
 .................  (6) 

misalkan  xz  sehingga system persamaan menjadi: 

   
0 y

dt

dz
 dan 02  zkz

dt

dz
   .................  (7) 
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Persamaan 02

2

2

 z
dt

dz
k

dt

zd
  mempunyai persamaan karakterisitik 

022  kmm  dengan akar-akar 
2

4 22

2,1




kk
m . Karena 0k  dan 

0  maka akar-akar karakteristik adalah bilangan real berbeda tanda sehingga titik 

kritis )0,(Q  adalah titik pelana (saddle) dan tidak stabil. 

Perhatikan gambar! 

 

Gambar 4. Stabilitas titik kritis untuk 2k  

 

Keterangan Gambar 4. 

Untuk 2k  maka titik kritis )0,( n  untuk n bilangan bulat genap berupa spiral dan 

stabil asimtotik sementara titik kritis berupa titik pelana (saddle) dan tidak stabil untuk n 

bilangan bulat ganjil.     

 

0 π 2π -π -2π x 

y 
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Gambar 5. Stabilitas titik kritis untuk 2k  

Keterangan Gambar 5. 

Untuk 2k  maka titik kritis )0,( n  untuk n bilangan bulat genap berupa stabil 

simpul (node) sementara titik kritis berupa titik pelana (saddle) dan tidak stabil untuk n 

bilangan bulat ganjil.  

5. Kesimpulan dan Saran 

5.1 Kesimpulan 

Model gerakan ayunan yang dipengaruhi oleh gaya gesekan yang berbanding lurus 

dengan kecepatan sudut mempunyai titik kritis )0,( n  untuk n bilangan bulat. Titik 

)0,0(O  adalah stabil asimtotik untuk 2k , stabil simpul untuk 2k . Titik kritis 

)0,(Q  adalah pelana dan tak stabil. Untuk n bilangan genap maka titik kritis adalah 

stabil dan tidak stabil untuk n bilangan ganjil.  

5.2 Saran 

Penelitian ini mengkaji stabilitas dan trajektori model gerakan ayunan yang dipengaruhi 

oleh gaya gesekan yang berbanding lurus dengan kecepatan sudut. Perlu dikembangkan 

dengan menunjukkan bifurkasi pada model tersebut.  
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