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ABSTRAK

Artikel ini mengenai pembelajaran pengubinan beraturan yang meliputi pengubinan segitiga
beraturn, pengubinan persegi dan pengubinan segi enam beratufran. Jumlah titik maksimum dari
pengubinan beraturan dengan n-objek dapat diperoleh dengan memperhatikan pola ubin dan dengan
menganalkisis titik internal. Selanjutnya, dengan menggunakan konsep aljabar SMA dan kombinasi,
jumlah simpul, tepi, dan siklus dapat dihitung berdasarkan titik internal. Artikel ini untuk jumlah titik
maksimum segitiga beraturan dan pengubinan persegi.

Kata kunci: pengubinan beraturan, objek, poligon beratufran, titik tepi, siklus, titik internal

ABTRACT

This article studies the teaching of regular tessellations that includes regular triangle
tessellation, square tesselation and regular hexagon tessellation. The number of maximum
vertex of a regular tesselation with n-tilling can be obtained by taking into account the tiling
patterns and by analysing the internal vertex. Furthermore, using the concept of high school
algebra and combinatories, the number of vertices, edges and cycles can be enumerated
based on the internal vertex. This article for The number of maximum vertex of a regular
triangle and square tessellation.

Keyword: Regular tessellations, tillings, regular polygon, vertex, edges, cycles, internal

vertex
PENDAHULUAN Definisi 1. Pengubinan beraturan (regular
_ tessellation) adalah penyusunan satu macam
1. Pengubinnan Beraturan bangun datar segi n (poligon) beraturan yang

Pengubinan (tessellation) adalah penyusunan  semuanya kongruen sehingga menutupi sebuah
daerah-daerah segi banyak yang menutupi  bidang secara komplit (David, 2015).
sebuah bidang secara komplit yaitu tanpa

penindihan  ataupun celah. Salah satu Dalam tulisan Swanson (2010)
pengubinan yang telah dikenal siswa sejak dini  dikemukakan bahwa pengubinan beraturan
adalah pengubinan beraturan. terbagi 3 yaitu pengubinan segitiga sama

sisi, pengubinan segiempat atau persegi,
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dan pengubinan segienam beraturan. Hal ini
didasari dari teorema 1 berikut:

Teorema 1. beberapa poligon beraturan dapat
bertemu disatu titik membentuk pengubinan

T .

nq nq

TL]_—Z n1—2
+

jika dan hanya jika "

-2
n;— = 2 dengan r > 3, ny,ny, N3, ..., Ny, = 3
1

danr,n; € Z*

Dari teorema tersebut diperoleh 17
kombinasi poligon beraturan yang membentuk
sebuah pengubinan dengan sudut interiornya
dapat bertemu disatu titik (Swanson, 2010).
Adapun 17 pengubinan tersebut yaitu :

\\ \ \: \_, \\f L)

1.(3,3,3,3,3,3)  10.(3,10,15)

2.(3,3,3,3,6) 11.(3,12,12)

3.(3,3,3,4,4) 12.(4,4,4,4)

4.(3,3,4,12) 13.(4,5,20)

5.(3,3,6,6) 14.(4,6,12)

6.(3,4,4,6) 15.(4,8,8)

7.(3,7,42) 16.(5,5,10)

8.(3,8,24) 17.(6,6,6)

9.(3,9,18)

Akibat 1. Pengubinan beraturan yaitu

pengubinan dengan satu macam poligon
beraturan yang dapat bertemu disatu titik
adalah pengubinan segitiga, pengubinan
persegi dan pengubinan segienam.
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Gambar 1: Pengubinan Beraturan

2. Titik Internal Pengubinan Beraturan

Pengubinan poligon beraturan yang dapat bertemu
di satu titik membentuk sebuah sistem pengubinan
dengan titik tersebut di sebut titik internal. Titik-titik
lainnya dan sisi-sisi yang membentuk lintasan

sehingga membatasi sistem pengubinan disebut
siklus. Berikut Gambar 1 adalah contoh pengubinan
segitiga dengan siklusnya.

Gambar 2: Pengubinan segitiga dan siklusnya

Definisi 2. Titik-titik yang berada pada siklus
disebut titik eksternal pengubinan dan titik-titik

yang berada didalam siklus disebut titik internal
sistem pengubinan (Gutman, 2007).
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Titik internal

Titlk eksternal

Gambar 3: Contoh pengubinan segienam dengan titik internal dan eksternal

Artikel ini dibatasi dengan membahas jumlah
maksimum titik internal pengubinan beraturan
khususnya pengubinan segitiga yang dilakukan
secara sederhana dari susunan pola-pola ubin secara
kombinatorik sehingga dapat dengan mudah
dipahami oleh siswa. Materi ini lebih dikhususkan
untuk matematika pengayaan dan diharapkan dapat
membantu siswa mengembangkan ide kreatifnya
dalam memecahkan masalah-masalah  yang
berkaitan dengan pengubinan.

Hasil dan Pembahasan

Titik Internal Maksimum Pengubinan Segitiga

Sebuah titik internal pada pengubinan segitiga
diperlukan minimal 6 segitiga. Jumlah titik internal
maksimum diperoleh dengan menyusun ubin-ubin
segitiga dengan jumlah minimal. Contohnya untuk
2 titik internal disebut maksimum jika jumlah
ubinnya 10 segitiga. Untuk seterusnya setiap
penambahan 3 ubin akan membentuk satu titik
internal baru hingga 22 ubin. Untuk penambahan
selanjutnya diperlukan 2 ubin yang dapat dilihat
pada gambar 4.

Gambar 4: Pengubinan 24 ubin segitiga untuk titik internal maksimum

Dari susunan pola-pola tersebut secara
kombinatorik didapat pola penyusunan terbaik ubin

segitiga agar jumlah titik internal maksimum yaitu
seperti pada Gambar 5.
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Gambar 5: Pola susunan pengubinan segitiga untuk jumlah maksimum titik internal

Jumlah titik internal maksimum pengubinan ~ jumlah ubin maka pengubinan segitiga Yyang
segitiga berdasarkan pola diatas dapat dimulai dari membentuk hexagon beraturan adalah n =
pengubinan segitiga yang membentuk hexagon 6(Zf=0 2i+1),pezt
beraturan seperti pada Gambar 6. Jika n adalah

Gambar 6: Pengubinan segitiga membentuk hexagon beraturan

Misalkan v;_,,4kxs adalah jumlah titik internal maka diperoleh persamaan jumlah titik internal
maksimum maka diperoleh barisan titik internalnya ~ maksimumnya sebagai berikut :
S, =(1,7,19,..) dengann = 6
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Vicmaks = 1+ 6(2?=0 i) (1)

Bukti. Akan dibuktikan persamaan (1) dengan
induksi matematika.

Akan dibuktikan persamaan (1) berlaku
untukp =1

Untukp = 1 maka n = 6(X]_, 2 +

1) = 6(1 + 3) = 24 ubin segitiga
Berdasarkan pola Gambar 6 susunan untuk
jumlah titik internalnya maka titik internal
maksimumnya berjumlah 7 seperti pada
Gambar 5.

Vi—maks = 7

1
Vi—maks — 1+6 (z l)

i=0
Sehingga terbukti persamaan (1) berlaku
untukp =1

Misalkan terbukti persamaan (1) berlaku
untuk p = k maka akan dibuktikan
berlakuuntuk p = k + 1
Untukp = k maka n = 6(X}_, 2i +
1) = 6(X¥,2i + 1) sehinggan =
6(1+3+5++Q2k-1)+
(2k + 1)) berlaku

k

Vi—maks — 1+6 Zl

i=0

Vicmaks = 1+6(1+2+3 4+ +k)
Untuk p = k + 1 merupakan pengubinan
segitiga yang membentuk  hexagon
beraturan dengan penambahan
disekelilingnya. Perhatikan Gambar 7.
Setiap  pengubinan  segitiga  yang
membentuk hexagon beraturan dapat
dibentuk 6 buah segitiga sama sisi.

Gambar 7: Bentuk 6 segitiga sama sisi dari pengubinan segitiga yang berbentuk hexagon

Berdasarkan Gambar 7 jumlah setiap sisi
segitiga  tersebut adalah 2k + 1.
Selanjutnya setiap penambahan nilai k
menjadi k + 1 maka artinya penambahan
segitiga disekeliling pengubinan. Jumlah

segitiga yang ditambahkan dari pola nilai
k adalah 6(2k + 1) + 6(2) dapat dilihat
pada Gambar 8. Sehingga diperoleh
jumlah titik internal yang bertambah
adalah 6(k + 1).
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Gambar 8: Penambahan nilai k untuk pengubinan segitiga yang membentuk hexagon

Sehingga untuk p = k + 1 maka

k+1

n==~6 22+1
i=0

n=6(14+3+5+-4+Qk—-1)+ QQk+1)+ 2k +3))
n=6(1+3+5++2k—-1)+ 2k+1))+62k+3)
n=6(1+3+5+-4+Qk—-1)+QQk+1)+6Q2k+1)+6()
Diketahui untuk n = 6(1 +3+5+ -+ (2k — 1) + 2k + 1)) + 6(2k + 1)) titik internal
maksimumnya v;_mars = 1 +6(1 + 2 + 3 + -+ + k) dan setiap penambahan n = 6(2k +
1) + 6(2) segitiga pada pengubinan segitiga yang membentuk hexagon beraturan akan
menambah 6(k + 1) titik internal sehingga :
Viemars =1 +6(1+2+3+-+k)+6(k+1)
Viemaks =1 +6(1+2+3+-+k+ (k+1))

k+1
Vi—maks = 1+6 Zl
i=0
14
Vi—maks — 1+6 Zl
i=0

Sehingga terbukti persamaan (1) terbukti
untuk p = k + 1 maka persamaan (1)
berlaku untuk vp € Z*.

Untuk jumlah ubin segitiga lainnya dapat
ditentukan jumlah titik internal maksimumnya
dengan membentuk jumlah ubin menjadi n =
6(X"_,2i + 1) + s. Berdasarkan pola Gambar 5
yang merupakan susunan ubin segitiga untuk

jumlah maksimum titik internal maka Gambar 9
menunjukkan penambahan setiap sebuah titik
internal dari 2 segitiga dan 3 segitiga. Dengan 6 <
n < 24 atau p = 0 penambahan ubin berikutnya
adalah 4 + 3 + 3 4+ 3 4+ 3 + 2. Sedangkan untuk
p = 1 penambahan ubin berikutnya (3) + (3 +
2)+ B+2)+ B+2)+ B3+2)+ 3+
2+2)
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Gambar 9: Penambahan sebuah titik internal dengan 2 dan 3 segitiga

Untuk p =k maka setiap penambahan
sebuah titik internal diperoleh dengan penambahan
setiap suku dari 2 atau 3 segitiga dengan pola (3 +
2k—-1D)+B+2p)+B+2p)+ 3B+
2p)+B+2p)+ B3+2(p+ 1))

Contoh 1. Berapa jumlah maksimum titik internal
yang dapat dibentuk oleh 31 ubin segitiga?
Penyelesaian : n =31 =6(X}y2i+1)+s =
2447 karena s=7 maka penambahannya
adalah (3+2(1—-1)+3+1 =3+3+1.
Setiap penambahn 2 atau 3 segitiga adalah
menambah sebuah titik internal maka jumlah titik
internal maksimum untuk 31 ubin segitiga adalah
Viemaks = 1+ 6(2i=o i) + 2 = 9 titik internal.

KESIMPULAN
Pada tulisan ini telah dibahas bagaimana

menentukan pola-pola penyusunan ubin poligon
beraturan khususnya segitiga dan persegi agar

memperoleh titik internal maksimum. Untuk
pengubinan segitiga dapat diperoleh dari bentuk
penyusunan sederhananya yang membentuk pola
hexagon beraturan. Sedangkan untuk pengubinan
persegi diperoleh dari bentuk penyusunan persegi
yang lebih besar. Sehingga siswa dapat memahami
bagaimana memperoleh bentuk umum titik internal
maksimum dari suatu pengubinan beraturan.
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