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ABSTRAK 

 

 

Subgraf biclique maksimal, sering juga disebut sebagai subgraf bipartisi komplit 

maksimal dapat dimodelkan ke banyak aplikasi dari banyak bidang ilmu.  Dari 

hubungan antara subgraf biclique maksimal dengan pola tertutup dari suatu 

matriks adjacency pada graf tidak berarah dan tanpa lup G diperoleh : (1). 

Banyak pola tertutup pada matriks adjacency G adalah genap; dan (2). Banyak 

dari pola tertutup adalah tepat dua kali banyak subgraf biclique maksimal dari G. 

Pada graf khusus seperti halnya graf Kneser terdapat pola khusus sehingga bisa 

ditentukan jumlah subgraf biclique maksimalnya. Subgraf biclique maksimal dari 

graf Kneser dapat ditentukan dengan pola tertutup dari matriks adjacencynya. 

Kata kunci : Subgraf biclique maksimal, graf Kneser, pola tertutup. 

  

  

Pendahuluan 

 

Ketertarikan dalam bidang graf 

dan aplikasinya sangat berkembang 

dengan pesat, terlebih lagi dalam 

kaitannya dengan penggunaannya sebagai 

model diberbagai bidang seperti dalam 

penelitian matematika, teknik elektronik, 

pemprograman komputer, administrasi 

bisnis, sosiologi, ekonomi, marketing, 

biologi dan jaringan komunikasi. Pada 

dasarnya, banyak masalah yang dapat 

dimodelkan dengan maksimal biclique 

subgraf yang dibentuk dari 

mengelompokkan dua subset titik-titik 

yang saling lepas dari sebuah graf yang  

 

 

dapat menunjukkan hubungan antara 

keduanya. Maksimal biclique subgraf atau 

yang sering disebut dengan bipartisi 

komplit subgraf (Cornaz and Fonlupt, 

2006) banyak dimodelkan dan digunakan 

seperti pada bidang komunikasi dan 

biologi. Contohnya, misalkan terdapat n 

pelanggan dalam suatu jaringan 

komunikasi. Beberapa orang memiliki 

banyak kontak, sedangkan yang lain hanya 

beberapa. Kelompok pelanggan yang 

manakah (dengan banyak anggota yang 

maksimal) yang memiliki interaksi dengan 

semua anggota kelompok yang lain? 
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Situasi ini dapat dimodelkan dengan graf 

dengan pelanggan sebagai titik dan 

komunikasi sebagai sisi. 

Penelitian tentang biclique dari 

suatu graf sangat menarik untuk diteliti, ini 

terlihat dari banyaknya penelitian 

mengangkat biclique dari suatu graf 

menjadi topik permasalahannya, seperti 

yang dilakukan oleh Vania et. al(2007), 

Alexa et. al(2004), Hochbaum (1998), 

Cornaz (2007), Liu et. al (2006) yang 

membahas tentang biclique dan biclique 

maksimal pada suatu graf yang banyak 

diselesaikan dengan algoritma untuk 

menghitung banyaknya biclique maksimal 

tanpa adanya perhitungan ganda. 

Sebuah graf bipartisi adalah graf dimana 

himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi 

dua subhimpunan X dan Y sedemikian 

sehingga setiap sisi mempunyai satu titik 

ujung di X dan titik ujung lain di Y. Partisi 

(X, Y ) disebut sebuah bipartisi dari 

sebuah graf. Sebuah graf bipartisi komplit 

adalah sebuah graf bipartisi sederhana 

dengan bipartisi (X,Y) dimana setiap titik 

di himpunan X terhubung ke setiap titik di 

Y. Jika |X| = m dan |Y | = n maka 

dinotasikan dengan K (Bondy and Murty, 

1982) Sebuah biclique dalam sebuah graf 

G adalah sebuah subgraf bipartisi komplit 

dari graf G tersebut (Haemers, 2001). 

Sebuah biclique H merupakan maksimal 

biclique di graf G jika dan hanya jika tidak 

terdapat biclique lain dalam G yang 

memuat H. Syarat interaksi semua-lawan-

semua terhadap sebuah maksimal biclique 

merupakan keharusan karena jika sebuah 

sisi saja hilang dari subgraf tersebut dapat 

mengakibatkan subgraf tersebut bukanlah 

lagi sebuah maksimal biclique (Li et. al, 

2008) . Tentang apakah maksimal biclique 

dari sebuah graf hanya terdapat satu di 

setiap graf ataukah sebuah graf bisa 

memiliki lebih dari satu biclique maksimal 

merupakan hal yang menarik untuk dilihat. 

Sebuah graf dapat dipresentasikan 

melalui sebuah matrik keterhubungan titik 

atau disebut matriks adjacency. Sebuah 

graf akan menghasilkan sebuah matriks 

simetris dengan masukan diagonalnya 0 

dan tanpa masukan negatif jika graf 

tersebut merupakan graf tanpa loop dan 

tak berarah. Untuk itu ditetapkan graf yang 

diteliti adalah graf tanpa loop dan tanpa 

arah. Dengan demikian matriks yang akan 

dihasilkan akan memiliki pola-pola yang 

didapat dari hasil pengubahan masukan 

matriks menjadi data transaksi yang 

mengandung pola yang 

nantinya akan dipakai sebagai cara 

menentukan jumlah biclique maksimal 

dalam graf tersebut. Xiang et. al (2012) 

dalam penelitiannya menggunakan matriks 

adjacency (0,1) sebagai database 

transaksional dan aplikasi penggunaan 

transformasi database dalam bidang 

biologi dengan merepresentasikan 1 

sebagai relasi gene-phenotype dan 0 

sebagai lambang ketiadaan relasi. Hal ini 

menunjukkan bahwa transformasi 

transaksi database dapat digunakan 

diberbagai bidang. 

Pada graf Kneser yang merupakan 

graf khusus yang pertama kali ditemukan 

oleh Martin Kneser ini juga dilakukan 

pencarian subgraf biclique maksimalnya. 

Disini terlihat berapa jumlah subgraf 

biclique maksimalnya dan dengan pola 

tertutup dapat dicari subgraf biclique 

maksimalnya. 

 

Biclique 

Graf G adalah pasangan (V(G),E(G)) 

dengan V(G) adalah himpunan tak kosong 

dan berhingga dari objek-objek yang 

disebut dengan titik, dan E(G) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak 

berurut dari titik-titik berbeda di V(G) 

yang disebut dengan sisi. Graf bipartisi 

adalah sebuah graf yang mempunyai sifat 

khusus yang berkaitan dengan titik, sisi 

dan derajatnya. Sebuah graf G = (V, E) 

dikatakan bipartisi jika himpunan titik 

pada G dapat dipartisi menjadi dua 

himpunan tak kosong 𝑉1 dan 𝑉2 sehingga 

masing-masing sisi pada graf G tersebut 
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menghubungkan satu titik di 𝑉1 dengan 

satu titik di 𝑉2 dan dinotasikan dengan 

𝐺 = (𝑉1, 𝑉2, 𝐸).  
Sebuah graf G disebut bipartisi 

komplit jika graf G dapat dibipartisi 

menjadi 𝐺 = (𝑉1, 𝑉2, 𝐸) dan masing-

masing titik pada suatu partisi terhubung 

langsung dengan semua titik pada partisi 

yang lain. Graf bipartisi komplit dengan m 

titik pada salah satu partisi atau himpunan 

titik 𝑉1  dan n titik pada partisi atau 

himpunan titik yang lain 𝑉2 dilambangkan 

dengan 𝐾𝑚,𝑛. Diberikan sebuah graf 

G=(V,E), graf 𝐻 = (𝑉′, 𝐸′) adalah sebuah 

subgraf dari G jika 𝑉′ ⊆ 𝑉, 𝐸′ ⊆ 𝐸 dan 

∀{𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸′, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉′. Sebuah graf G= 

(V,E) adalah sebuah bipartisi jika 

himpunan titik-titik V bisa dipartisi 

menjadi dua himpunan tak kosong yang 

saling terpisah V1 dan V2 sedemikian 

sehingga setiap sisi di E menghubungkan 

sebuah titik di V1 dan sebuah titik di V2. 

Karena itu, tidak ada sisi di E yang 

menghubungkan baik dua titik di V1 

ataupun dua titik di V2. Bipartisi juga 

dinotasikan dengan G=(V1,V2, E). 

Diberikan sebuah graf bipartisi 

G=(V1∪V2, E), sebuah biclique H=U1∪U2 

adalah sub himpunan dari himpunan titik-

titik sedemikian sehingga untuk setiap u ∈ 

V1 dan v ∈ V2, terdapat sebuah sisi antara 

u dan v yaitu      E = {{u,v}|u ∈ V1, v ∈ 

V2} (Dawande et. al, 2001). Ditambahkan 

Liu et. al (2006) bahwa jika diberikan H 

adalah sebuah subgraf biclique dari graf G. 

Jika tidak terdapat biclique subgraf H2 lain 

dari G sedemikian sehingga H adalah 

proper subgraf dari H2, maka H adalah 

biclique maksimal dari G. Penentuan ini 

bukan hanya dilakukan untuk sebuah graf 

yang dapat dipartisi saja. Namun semua 

graf G termasuk graf yang tidak dapat 

dibipartisi karena graf tersebut memiliki 

cycle ganjil.  

Teorema 1 (AsratianA.S (1998)) Sebuah 

graf G adalah graf bipartisi jika dan hanya 

jika G tidak mempunyai cycle ganjil. 

Bukti : Andaikan G adalah sebuah graf 

bipartisi dengan partisi (V1,V2) dan C = 

v0v1v2 . . .vkv0 adalah sebuah cycle di G. 

Tanpa menghilangkan keumumannya, kita 

asumsikan v0 ∈V1. Maka, karena Ggraf 

bipartisi, v1 haruslah sebuah titik di subset 

V2. Tentu kita harus punya v2i ∈V1 dan 

v2i+1 ∈ V2. Karena itu k haruslah ganjil, 

dan C adalah sebuah cycle genap. Jelas 

bahwa ini cukup untuk membuktikan 

dengan konvers jika G terhubung. Kita 

tetapkan sebuah partisi dari V(G) dengan 

aturan : 

V1 ={u∈V(G) : dG(u,v) adalah genap}, 

V2 ={u∈V(G) : dG(u,v) adalah ganjil}. 

Tinggal menunjukkan bahwa (V1,V2) 

memang sebuah partisi di G. Andaikan x 

dan y adalah dua titik di V1, sehingga xy ∈ 

E(G). Andaikan P menjadi lintasan 

terpendek (x,v), Q menjadi lintasan 

terpendek (y,v) dan v1 menjadi titik temu 

pertama dari P dan Q. Jelas bahwa sejak P 

dan Q adalah lintasan-lintasan terpendek, 

maka bagian (v1,v) jugamerupakan 

lintasan terpendek (v1,v). Faktanya mereka 

memiliki panjang yang sama. Andai P1 dan 

Q1 berturut-turut adalah bagian (x,v1) dan 

(y,v1) dari P danQ. Maka karena P danQ 

memiliki panjang yang sama 

menyebabkan P1 dan Q1 juga memiliki 

kesamaan yang sama. Maka tidak ada dua 

titik di V1 yang bertetangga. Begitu juga di 

V2, tidak terdapat dua titik yang saling 

bertetangga. Maka (V1,V2) memang 

merupakan sebuah partisi di G. 
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Contoh : 

 

 Gambar 1. Graf G yang bisa dibipartisi 

Graf G diatas tidak memiliki cycle ganjil 

sehingga bisa dibipartisi menjadi graf 

bipartisi tanpa menghilangkan satupun 

titik ataupun sisi yang dimilikinya sebelum 

dibipartisi. Sebuah graf terhubung 

memiliki bipartisi yang unik. Berikut 

adalah gambar graf bipartisi dari graf G 

pada gambar 1 diatas. 

 

Gambar 2. Graf bipartisi dari graf G 

Terlihat bahwa graf tersebut bukanlah graf 

bipartisi komplit sehingga graf tersebut 

tidak dapat dijadikan biclique subgraf dari 

graf itu sendiri. Jika suatu graf tidak dapat 

dibipartisi dengan tetap mempertahankan 

semua titik dan sisinya maka graf tersebut 

bukanlah graf bipartisi tapi hanya akan 

memiliki subgraf bipartisi saja. 

 

 

 

 

Gambar 3. Biclique Subgraf dari G 

Graf G pada gambar 3 diatas memiliki 

cycle dengan panjang ganjil maka graf 

tersebut tidak dapat dipartisi tanpa 

menghilangkan satupun titik ataupun sisi 

didalamnya. Dengan kata lain graf tersebut 

bukanlah graf bipartisi. Untuk graf yang 

ada disampingnya tersebut merupakan 

sebuah subgraf bipartisi komplit (biclique) 

dengan V1 ={v3} dan V2 ={v1,v2,v4,v5}. 

Sebuah subgraf biclique dapat disebut 

subgraf biclique maksimal jika kita tidak 

mungkin menambahkan sisi lagi ke 

himpunan sisi 〈V1  ∪ V2, E〉, yang berarti 

subgraf tersebut mengandung tepat semua 

sisi yang berawal di V1 dan berakhir di V2. 

Definisi 1 Sebuah bipartisi G=(V1,V2,E) 

disebut biclique jika untuk setiap u∈ V1 

dan v ∈V2, terdapat sebuah sisi antara u 

dan v, yaitu E={{u,v}|u∈V1,v ∈V2} 

Graf yang memiliki cycle ganjil 

tidak bisa dibipartisi. Namun semua graf 

bisa memiliki subgraf bipartisi. Dimana 

sebuah graf mampu memiliki banyak 

subgraf bipartisi komplit atau dikenal 

dengan subgraf biclique. Dengan begitu 

akan terdapat banyak biclique subgraf 

yang dimiliki sebuah graf. 

Permasalahannya kemudian adalah 

bagaimana menentukan yang mana yang 

merupakan subgraf biclique maksimalnya. 

Subgraf Biclique 

Sebuah graf G=(V,E) terdiri dari 

himpunan titik V dan himpunan sisi E 

dengan E ⊆ V×V . Diasumsikan G 
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merupakan sebuah graf tak berarah dan 

tanpa lup, yaitu tidak terdapat (u,u) ∈ E 

dan setiap (u,v) ∈ E adalah pasangan sisi 

tak berurut. Sebuah graf 𝐻 =
〈𝑉′, 𝐸′〉  yang dilambangkan dengan 

kurung siku adalah sebuah subgraf dari 

graf G jika dan hanya jika V′ ⊆ V dan 𝐸′ ⊆ 

E.  

Himpunan sisi E dari biclique 

G=(V1,V2,E) dapat ditentukan dengan dua 

himpunan titik V1 dan V2, maka kita dapat 

mengabaikan himpunan sisi dan 

menunjukkan sebuah biclique G sebagai 

G=(V1,V2). Diberikan G=(V,E) adalah 

sebuah graf tak berarah, V1 dan V2 adalah 

dua subset dari V. Jika V1,V2 dan semua 

sisi-sisi antara V1 danV2 membentuk 

sebuah biclique subgraf dari G, maka V1 

dan V2 dikatakan membentuk sebuah 

biclique subgraf dari G. Berdasarkan 

definisi tersebut, untuk setiap subset V1 

dari V, V1 dan β(V1,G) membentuk sebuah 

biclique subgraf dari G. 

Definisi 2 Sebuah graf 𝐻 = 〈𝑉1 ∪ 𝑉2,
𝐸〉  adalah maksimal biclique subgraf jika 

H adalah biclique subgraf dari G 

sedemikian sehingga βG(V1) = V2  dan 

βG(V2) = V1. 

Sebuah subgraf bipartisi komplit 𝐻 =
〈𝑉1 ∪ 𝑉2, 𝐸〉  dari graf G sedemikian 

sehingga βG(V1) = V2  dan βG(V2) = V1 

adalah maksimal dengan artian bahwa 

tidak terdapat subgraf bipartisi komplit 

lain 𝐻′ = 〈𝑉1
′ ∪ 𝑉2

′, 𝐸′〉 dari G dengan 

𝑉1 ⊂ 𝑉1
′ dan 𝑉2

′ sedemikian sehingga 

βG(V1
′) = V2

′  dan βG(V2
′) = V1

′ 

Pola tertutup dari matriks adjacency 

Sebuah matriks adjacency dari sebuah graf 

dapat ditransformasikan menjadi 

transaction database (DB) (R. Agrawal 

et.al(1993)).Untuk menentukan DB, kita 

mendefinisikan transaksi lebih dulu. 

Misalkan I adalah himpunan item. Lalu 

transaksi itu didefinisikan sebagai subset 

dari I. Sebuah DB adalah sebuah multi 

himpunan yang tak kosong dari transaksi-

transaksi. Setiap transaksi T dalam DB 

dilambangkan sebagai id(T). Sebuah pola 

ditetapkan sebagai himpunan tak kosong 

dari I. Sebuah pola bisa dimiliki atau tidak 

dimiliki oleh sebuah transaksi. 

Definisi 3 Sebuah transaksi database (DB) 

adalah multi himpunan tak kosong dari 

transaksi-transaksi. DB = {∪  T | T ⊆
I, T = ∅}. 

Diberikan sebuah DB dan pola P, maka 

jumlah transaksi di DB yang mengandung 

P disebut support atau pendukung dari P 

dan dinotasikan dengan SupDB(P). 

Diberikan sebuah graf G dengan VG = 

{v1,v2, . . . ,vn}. Jika setiap titik vi di VG 

ditetapkan sebagai sebuah item, maka 

lingkungan βG(V1) adalah sebuah 

transaksi.  

Jadi, {βG(𝑣1), βG(𝑣2), . . . , βG(𝑣2) } 

adalah sebuah DB. Identitas dari suatu 

transaksi di DBG ,dimana DBG adalah 

database dari graf G, ditetapkan sebagai 

titik itu sendiri, yaitu 𝑖𝑑(βG(V1))  =  𝑣𝑖. 

𝐷𝐵𝐺  dapat direpresentasikan sebagai 

matriks biner yang didefenisikan dengan 

𝐵[𝑖, 𝑗] = {
1 , jika 𝑣𝑗 ∈ βG(𝑣i)

0 , lainnya                
 

Karena 𝑣𝑗 ∈ βG(𝑣i) jika dan hanya jika 

(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)  ∈ 𝐸𝐺 , dapat kita lihat A = B. 

Maka ”sebuah pola dalam DBG” 

equivalent dengan ” sebuah pola dari 

matriks adjacency dari G”. 

𝐶𝐿𝐷(𝑃) = 𝑔(𝑓𝐷(𝑃)) dikatakan penutup 

dari P dengan 𝑓𝐷(𝑃) adalah semua 

transaksi di D yang memuat pola P. 

Diberikan I adalah himpunan item, dan D 

adalah sebuah transaksi database yang 

ditetapkan di I. Untuk sebuah pola P ⊆ I, 

berikan 𝑓𝐷(𝑃) = {𝑇 ∈D|P ⊆T}, yaitu 

𝑓𝐷(𝑃) adalah semua transaksi di D yang 

mengandung pola P. 
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Definisi 4 Sebuah pola P adalah sebuah 

pola tertutup di DB jika dan hanya jika 

𝐶𝐿𝐷𝐵(𝑃) = 𝑔(𝑓𝐷𝐵(𝑃))=P dengan 

𝑓𝐷𝐵(𝑃)  adalah semua transaksi di DB 
yang memuat pola P. 

Definisi 5 Himpunan kejadian 

(occurence) dari pola P pada DB 

sebagai        𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵(𝑃) = {𝑖𝑑(𝑇)|𝑇 ∈
𝐷𝐵, 𝑃 ⊆ 𝑇} = {𝑖𝑑(𝑇)|𝑇 ∈ 𝑓𝐷𝐵(𝑃)}. 

Proposisi 3.1 (Li et. al (2004)) Jika G 

sebuah graf dan P pola dari 𝐷𝐵𝐺, maka 

𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝑃) = 𝛽𝐺(𝑃) 

Bukti : Jika 𝑣 ∈ 𝑜𝑐𝑐(𝑃), maka v 
bertetangga dengan setiap titik di P. 

Oleh karena itu, 𝑣 ∈ 𝛽(𝑣′) untuk 

setiap 𝑣′ ∈ 𝑃  dimana 𝑣 ∈
⋂ 𝛽(𝑣′) = 𝛽(𝑣′∈𝑃 𝑃). Jika 𝑢 ∈ 𝛽(𝑃), 
maka u bertetangga ke setiap titik di P. 

Sehingga, 𝛽(𝑢)  ⊇ 𝑃. Karena itu, 𝛽(𝑢) 
adalah transaksi di 𝐷𝐵𝐺 yang memuat P. 

sehingga 𝑢 ∈ 0𝑐𝑐(𝑃) 

Proposisi 3.2 (Li et. al (2004)) Jika sebuah 

graf G dan sebuah pola P di 𝐷𝐵𝐺  dengan 

𝛽𝐺(𝛽𝐺(𝑃))  = 𝐶𝐿𝐷𝐵𝐺(𝑃) maka 𝛽𝐺 ∘ 𝛽𝐺 

adalah sebuah operasi tertutup pada pola di 

𝐷𝐵𝐺 

Bukti : Dari proposisi 3.1, 𝛽(𝛽(𝑃)) =

𝛽(𝑜𝑐𝑐(𝑃)) = ⋂ 𝑇𝑖𝑑(𝑇)∈𝑜𝑐𝑐(𝑃)  =

⋂ 𝑇𝑇∈𝑓(𝑃)  = 𝑔(𝑓(𝑃))  = 𝐶𝐿(𝑃) 

Proposisi 3.3 (Li et. al (2004)) Misalkan 

G sebuah graf dengan 𝐶1 dan 𝐶2 adalah 

dua pola tertutup di 𝐷𝐵𝐺, 𝐶1  =  𝐶2 jika 

dan hanya jika 𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶1) =
𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶2)  

Bukti : 

 

 

 

(⇒) : Jika 𝐶1  =  𝐶2 maka 𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶1) =
𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶2). Ini jelas karena dari 

proposisi 3.1 menyatakan bahwa 

occurance (occ) dari sebuah pola adalah 

lingkungan dari pola itu sendiri maka jika 

𝐶1  =  𝐶2 pastilah 𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶1) =
𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶2). 

⇐) : Andaikan 𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺
(𝐶1) =

𝑂𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺
(𝐶2)  dan 𝑖𝑑(𝑇)  ∈  𝑜𝑐𝑐(𝑃) jika 

dan hanya jika 𝑇 ∈  𝑓(𝑃). Maka kita 

ambil 𝑓(𝐶1)  =  𝑓(𝐶2) dari 𝑂𝑐𝑐(𝐶1)  =
 𝑂𝑐𝑐(𝐶2). Karena 𝐶1 dan 𝐶2 adalah pola 

tertutup di 𝐷𝐵𝐺, maka 𝐶1  = 𝑔(𝑓(𝐶1)) =
𝑔(𝑓(𝐶2)) = 𝐶2. Terbukti. 

Lemma 3.2 (Li et. al (2004)) Jika G 

sebuah graf, dan C adalah sebuah pola 

tertutup dari 𝐷𝐵𝐺 maka 

𝑓𝐷𝐵𝐺  (𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶)) = {𝛽𝐺(𝑐)|𝑐 ∈ 𝐶} 

Bukti : Karena C adalah sebuah pola 

tertutup, maka {𝑐|𝑐 ∈  𝐶} adalah semua 

dan hanya item-item yang termasuk 

disetiap transaksi di 𝐷𝐵𝐺 yang 

mengandung C. Ini equivalen dengan {c|c 

∈C} adalah semua dan hanya titik-titik di 

G yang beradjacent ke setiap titik di 

𝑜𝑐𝑐(𝐶). Ini mengakibatkan bahwa 

{𝛽𝐺(𝑐)|𝑐 ∈ 𝐶} adalah semua dan hanya 

transaksi-transaksi yang mengandung 

occ(C). Dengan kata lain 

𝑓𝐷𝐵𝐺  (𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶)) = {𝛽𝐺(𝑐)|𝑐 ∈ 𝐶}. 

Proposisi 3.4 (Li et. al (2004)) Jika G 

adalah graf dan C adalah sebuah pola 

tertutup di 𝐷𝐵𝐺 maka 𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶) juga 

merupakan pola tertutup di 𝐷𝐵𝐺 

Bukti : Dari lemma diatas yaitu 

𝑓𝐷𝐵𝐺  (𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶)) = {𝛽𝐺(𝑐)|𝑐 ∈
𝐶}. 𝐶𝐿(𝑜𝑐𝑐(𝐶)) = 𝑔(𝑓(𝑜𝑐𝑐(𝐶)))  =
⋂  𝑓(𝑜𝑐𝑐(𝐶))  = ⋂ 𝛽(𝑐)𝑐∈𝐶  = 𝛽(𝐶). 
Dengan proposisi 3.1, 𝛽(𝐶) = 𝑜𝑐𝑐(𝐶). 
Jadi 𝑜𝑐𝑐(𝐶) adalah sebuah pola tertutup. 
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Proposisi 3.5 (Li et. al (2004)) Jika G 

adalah graf dan C adalah pola tertutup di 

𝐷𝐵𝐺. Maka C dan himpunan kejadiannya 

memiliki perpotongan kosong, yaitu 

𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶) ∪ 𝐶 = ∅ 

Bukti : Jika 𝑣 ∈  𝑜𝑐𝑐(𝐶) maka v 

bertetangga ke semua titik di C. Karena 

kita asumsikan G adalah sebuah graf tanpa 

lup, 𝑣 ∉  𝐶 maka 𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶) ∪ 𝐶 = ∅ 

Proposisi 3.5 ini menyatakan bahwa tidak 

ada pola tertutup yang dipasangkan 

dengan dirinya sendiri. 

Graf Kneser 

Graf Kneser pertama kali diperkenalkan 

oleh Martin Kneser pada tahun 1955. Graf 

Kneser adalah graf yang titik-titiknya 

merupakan k-elemen subset dari sebuah 

himpunan n elemen dan dua titik pada graf 

tersebut disebut berhubungan jika dan 

hanya jika kedua himpunan yang saling 

berhubungan saling lepas. Sebuah graf 

kneser merupakan graf reguler dengan 

vertex transitive dan edge transitive. 

Sebuah graf dengan vertex transitive 

adalah sebuah graf G jika diberikan dua 

titik V di G maka terdapat automorphism f 

: V (G) → V (G) sehingga 𝑓(𝑣1) = 𝑣2. 

Godsil et. al (2001) mengatakan bahwa 

sebuah graf adalah verteks transitive jika 

grup automorfisme nya berlaku transitive 

pada setiap titiknya. 

Sedangkan graf dengan edge transitive 

adalah sebuah graf G jika diberikan dua 

sisi 𝑒1 dan 𝑒2 di G maka automorphism di 

G memetakan 𝑒1 ke 𝑒2 (Biggs, Norman, 

1993). Graf dengan sisi transitive termasuk 

graf biclique 𝐾𝑚,𝑛. Sebuah graf Kneser 

𝐾𝐺𝑚,𝑛 memiliki banyak titik (
𝑛
𝑘

). Setiap 

titiknya memiliki tepat tetangga (
𝑛 − 𝑘

𝑘
). 

Sebuah graf komplit dengan n titik adalah 

graf Kneser 𝐾𝐺𝑚,𝑛. Jika n < 3k, graf 

Kneser tidak memiliki cycle graf 𝐶3 , 
walaupun graf kneser selalu mengandung 

cycle dengan panjang 4 jika 𝑛 ≤ 2𝑘 + 2, 

untuk n mendekati 2k cycle genap 

terpendeknya tidak memiliki panjang yang 

konstan (Denley, 1997) 

 

Teorema 3.6 (Teorema Erdos-Ko-Rado)  
 

Jika 𝑛 ≤ 2𝑟 dan A adalah keluarga subset 

dari {1, 2, . . . , n} sehingga setiap subset 

berukuran r dan setiap pasangan dari 

subset yang berpotongan, maka banyak 

himpunan maksimum yang mungkin di A 

diberikan dengan koefisien binomial 

(
𝑛 − 1
𝑟 − 1

) 

Bukti [Katona]: 

Misalkan terdapat keluarga dari subset A. 

Susun elemen-elemen nya atau titik-

titiknya atas 1, 2, . . . , n pada sebuah 

cyclic order dimana cyclic order adalah 

sebuah cara untuk menyusun sebuah 

himpunan titik ke dalam sebuah lingkaran. 

Anggap himpunan himpunan dari A yang 

membentuk interval-interval dengan 

panjang r didalam cyclic order tersebut. 

Akan tetapi, tidak mustahil untuk semua 

interval dari cyclic order tersebut milik A. 

Untuk melihat ini, andaikan 

(𝑎1,  𝑎2 , … , 𝑎𝑟) adalah satu dari banyak 

interval di A, maka setiap interval yang 

lain dari cyclic order yang sama di A 

memisahkan 𝑎𝑖 dan 𝑎1+1 untuk beberapa i. 

Kedua interval yang memisahkah elemen-

elemen tersebut saling lepas, sehingga 

paling banyak terdapat di A. Maka jumlah 

interval di A lebih banyak 1 dari pasangan 

titik yang terpisah, paling banyak (r - 1). 

Berdasarkan ini, dapat dihitung banyak 

pasangan (S, C), dimana S adalah sebuah 

himpunan di A dan C merupakan cyclic 

order dengan S sebagai interval dengan 

dua cara. Pertama, untuk setiap himpunan 

S salah satunya akan menghasilkan C 

dengan memilih satu dari permutasi r! atas 

S dan selebihnya dengan permutasi (n -r)! , 

menunjukkan bahwa banyak pasangannya 

adalah |A|r!(n -r)!. Kedua, terdapat (n -1)! 

Cyclic order, yang memiliki paling banyak 

r interval di A, sehingga jumlah 

pasangannya paling banyak r(n - 1)!.  
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Dengan menggabungkan kedua 

perhitungan ini menghasilkan 

pertidaksamaan |A|r!(n-r)! = r(n-1)! dan 

membagi kedua sisi dengan r!(n - r)! 

sehingga menghasilkan |𝐴| ≤
𝑟(𝑛−1)!

𝑟!(𝑛−𝑟)!
=

(
𝑛 − 1
𝑟 − 1

) 

 

Sebuah graf Kneser 𝐾𝐺𝑚,𝑛  dengan 10 

verteks berderajat 3  

 

Hasil dan Pembahasan 

Dari sebuah graf bisa dibentuk 

banyak subgraf, tergantung pada 

banyak titik dan sisi yang terkandung 

didalamnya. Semakin banyak titik dan 

sisi maka akan semakin banyak pula 

subgraf yang bisa kita bentuk dari 

sebuah graf. Subgraf biclique 

maksimal dari sebuah graf merupakan 

subgraf dengan ketentuan seperti yang 

sudah dijelaskan pada bab sebelumnya. 

Akankah terdapat perbedaan 

mendapatkan sebuah biclique 

maksimal dari sebuah graf yang dapat 

dibipartisi dengan sebuah graf yang 

bukanmerupakan graf bisa dibipartisi? 

Mendapatkan sebuah subgraf 

bipartisi komplit (biclique) dari sebuah 

graf yang sudah dibipartisi sangat 

mudah untuk dilakukan karena graf 

awalnya sudah dapat dibipartisi. Jika 

sebuah graf bisa dibipartisi maka untuk  

 

maksimal subgraf bipartisinya sama 

dengan graf itu sendiri. Namun apakah 

subgraf tersebut merupakan biclique 

haruslah memenuhi syarat bahwa 

setiap anggota di subset yang satu 

terhubung ke setiap anggota yang ada 

di subset yang lainnya. Jika demikian 

maka dapat dikatakan bahwa subgraf 

tersebut merupakan subgraf biclique 

dari graf awal. 

Teorema 4.1 (Li et. al (2004)) 

Misalkan G graf tanpa arah dan tanpa 

lup. Jika C sebagai pola tertutup di 

𝐷𝐵𝐺 maka  

𝐻 =  〈𝐶 ∪ 𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺 (𝐶), 𝐶 ×
𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺 (𝐶)〉 adalah subgraf biclique 
maksimal di G. 

Bukti : Asumsikan, C adalah tak 

kosong dan C memiliki tak nol support 

di 𝐷𝐵𝐺. Karena itu occ(C) tak kosong 

dan dari proposisi 3.5 yaitu 𝐶 ∩
𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺 (𝐶) = ∅. Selanjutnya, untuk 

setiap 𝑣 ∈  𝑜𝑐𝑐(𝐶), v bertetangga 

dengan semua titik C di G. Jadi 𝐶 ×
𝑜𝑐𝑐(𝐶) ⊆ 𝐸𝐺 , dan setiap sisi di H 
terhubung dengan sebuah titik di C dan 

sebuah titik di occ(C). Maka H adalah 

subgraf biclique di G. Dengan 

proposisi 3.1 yakni 𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝑃) =
𝛽𝐺(𝑃), dengan proposisi 3.2, 𝐶 =
 𝛽𝐺(𝛽𝐺(𝐶)). Dengan proposisi 3.1, 

kita peroleh 𝐶 =  𝛽𝐺(𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺(𝐶)). 
Sehingga H adalah maksimal. 

Terbukti. 

Teorema 4.2 (Li et. al (2004)) 

Misalkan G sebagai sebuah graf tanpa 

arah dan tanpa lup. Graf 𝐻 =
 〈𝑉1  ∪ 𝑉2, 𝐸〉 adalah sebuah maksimal 

biclique atas G. Maka 𝑉1 dan 𝑉2 adalah 
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dua pola tertutup di 𝐷𝐵𝐺, 𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺 (𝑉1) 

= 𝑉2 dan 𝑜𝑐𝑐𝐷𝐵𝐺 (𝑉2) = 𝑉1 

Bukti : Karena H adalah subgraf 

biclique maksimal di G, lalu β(𝑉1) = 𝑉2 

dan 𝛽(𝑉2)  =  𝑉1. Dengan proposisi 

3.2, 𝐶𝐿(𝑉1)  =  𝛽(𝛽(𝑉1))  =  𝛽(𝑉2)  =
 𝑉1. Lalu, 𝑉11 adalah pola tertutup. Hal 
yang sama dapat dilakukan untuk 

mendapatkan 𝑉2 sebagai pola tertutup. 

Dengan proposisi 3.1 , occ(𝑉1) = β(𝑉1) 

= 𝑉2 dan 𝑜𝑐𝑐(𝑉2) = 𝛽(𝑉2) = 𝑉1 
Terbukti. 

Proposisi 3.4 dan proposisi 3.5 

menimbulkan akibat  yang menyatakan 

bahwa banyak pola tertutup pada 𝐷𝐵𝐺 

adalah genap. 

Corollary 4.1 Jika G sebuah graf maka 

banyak pola tertutup pada 𝐷𝐵𝐺 adalah 
genap. 

Bukti :Anggap terdapat n pola tertutup 

yang muncul paling sedikit 1 kali pada 

𝐷𝐵𝐺, notasikan sebagai 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛. 
Dari proposisi 3.4 menyatakan bahwa 

setiap himpunan kejadian Occ(𝐶1), 

Occ(𝐶2), . . . , Occ(𝐶𝑛) juga merupakan 

pola tertutup di 𝐷𝐵𝐺 dan dari proposisi 
3.5 menyatakan bahwa tidak ada pola 

tertutup yang dipasangkan dengan 

dirinya sendiri maka berapapun 

banyaknya n pola tertutup pada 𝐷𝐵𝐺 

selalu terdapat 2×n pola tertutup yang 

selalu saling berpasangan dengan 

himpunan kejadiannya. Sehingga 

banyak pola tertutup pastilah genap.  

Perlu diperhatikan bahwa suatu 

biclique dikatakan maksimal jika tidak 

dapat menambahkan lagi sisi pada 

subgraf tersebut. Dalam artian bahwa 

titik dalam subgraf tersebut harus 

memiliki derajat titik paling tinggi atau 

merupakan derajat titik pada graf awal 

sehingga tidak dapat menambahkan 

sisi lagi pada titik tersebut. Untuk G = 

(𝑉1 ∪ 𝑉2,  E) jika 𝑣𝑖 ∈ 𝑉1 memiliki 
derajat titik m maka biclique 

maksimalnya akan memiliki m titik 

yang menjadi element di 𝑉2. 𝑉1 akan 

memiliki banyak titik lebih dari satu 

jika 𝑣𝑖 ∈ 𝑉1 memiliki tetangga yang 
sama sedemikian sehingga tidak 

merubah jumlah titik pada 𝑉2. 

Berikut adalah cara menentukan 

subgraf biclique maksimal 

menggunakan pasangan pola tertutup : 

• Ubah graf tanpa arah dan tanpa lup ke 

bentukmatriks adjacency dari graf 

tersebut sehingga diperoleh matriks-

(0,1); 

• Transformasikan matriks ke database 

dengan cara menggantikan kolom 𝑣𝑗 

menjadi item dalam transaksi dan baris 

𝑣𝑖 menjadi lingkungan dari transaksi 
item tersebut. Sehingga baris menjadi 

himpunan transaksi dan kolom menjadi 

himpunan item; 

• Tentukantransaksi database dari 

database 

tersebutdengancaramengumpulkan 

ataumenghimpun transaksi-transaksi 

yang dipunya oleh setiap item; 

• Iriskan transaksi-transaksi tersebut 

sehingga mendapatkan pola tertutup; 

• Setelah itu dicari pasangandari setiap 

pola tertutup tersebut dengan 

mengambil himpunan kejadian(occ) 

dari setiap pola tertutupnya dengan 

cara mengambil lingkungan (β) dari 

pola tertutup tersebut berdasarkan tabel 

transformasi transaksi atau dari matriks 

adjacencynya; 
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• Pasangan pola tersebut akan menjadi 

dua himpunan yang membentuk 

subgraf biclique; 

• Pasangan-pasangan yang terbentuk 

merupakan subgraf biclique maksimal 

dari graf tersebut. Selesai. 

Dari penelitian ini dihasilkan 

pernyataan bahwa banyak dari pola 

tertutup adalah tepat dua kali banyak 

maksimal biclique subgraf dari G. 

Untuk semua subgraf biclique 

maksimal selalu terdapat sebuah 

pasangan unik dari pola tertutup yang 

menyatukan dua buah himpunan vertex 

dari sebuah subgraf. Hasil yang didapat 

bila dilakukan dengan cara penggunaan 

algoritma dengan membipartisi terlebih 

dahulu sampai pada menghasilkan 

subgraf bipartisi komplit maksimal 

akan sama bila dilakukan dengan cara 

mentransformasi matriks adjacency ke 

database, mendapatkan pasangan pola 

tertutupnya sampai pada menghasilkan 

subgraf bipartisi komplit yang 

maksimal atau disebut dengan subgraf 

biclique maksimal. 

Pencarian subgraf biclique maksimal 

dapat dilakukan pada setiap graf. 

Apakah memiliki subgraf biclique 

maksimum atau tidak. Graf kneser 

memenuhi klaim pada penelitian ini 

yakni merupakan graf tanpa arah dan 

tanpa lup juga tanpa sisi paralel. Pada 

bab 3 telah dijelaskan bahwa setiap 

graf Kneser merupakan graf yang 

memiliki cycle ganjil sehingga 

merupakan graf yang tidak dapat 

dibipartisi. Jadi, bagaimanakah subgraf 

biclique pada graf Kneser? Pada 

sebuah subgraf biclique diperlukan dua 

buah himpunan titik X dan Y sehingga 

semua titik di X terhubung ke setiap 

titik di Y dimana titik pada masing-

masing himpunan tidak bertetangga. 

Andaikan n adalah bilangan genap, 

bagi himpunan menjadi dua sub 

himpunan A dan B dari n/2 elemen. 

Pilih sebagai X semua titik yang sesuai 

dengan himpunan dengan k-elemen 

dari A yang mengandung elemen atau 

titik tetap a ∈ A, berlaku sama dengan 

B. Hal ini akan menghasilkan 2 ×2 ×

(
𝑛

2−1

𝑘 − 1
) titik di A∪B. 

Andaikan X dan Y adalah dua 

subhimpunan yang merupakan 

pembentuk graf biclique. Maka : X 

adalah intersecting family ∀𝑥𝑖 ∈
𝑋, 𝑥𝑗 ∈ 𝑋  memenuhi 𝑥𝑖 ∩ 𝑥𝑗 ≠ ∅ 

sedemikian sehingga titik-titik di X 

tidak bertetangga. Demikian juga 

berlaku di Y . Juga ∀x ∈ X dan y ∈ Y 

dengan 𝑥 ∩ 𝑦 ≠ ∅ terdapat sisi dari x 
ke y. 

Misalkan 𝐴 = ∪𝑥∈𝑋 𝑥 dan  𝐵 = ∪𝑦∈𝑌 𝑦 

Dengan A dan B disjoint (jika tidak 

maka terdapat x ∈ X dan y ∈ Y dengan 

𝑥 ∩ 𝑦 ≠ ∅. Hal ini membenarkan 
pemisahan titii-titik mejadi dua 

himpunan yang saling disjoint. Berikan 

a = |A| dan b = |B| dengan catatan a + b 

= n. Ingat bahwa himpunan X adalah 

sebuah perpotongan keluarga dari 

himpunank, yang berasal dari 

himpunan awal dengan a titik. 

Teorema Erdos-KoRado mengatakan 

bahwa banyak himpunan k yang 

terdapat di X adalah : (
𝑎 − 1
𝑘 − 1

) 

Hal ini mengakibatkan bahwa : 

 

|𝑋| ≤ (
𝑎 − 1
𝑘 − 1

) dan |𝑌| ≤ (
𝑏 − 1
𝑘 − 1

) 

Jadi, subgraf biclique maksimum yang 

mungkin didapat adalah : 

𝑀𝑎𝑘𝑠 (
𝑎 − 1
𝑘 − 1

) + (
𝑛 − 𝑎 − 1

𝑘 − 1
). 
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Diasumsikan bahwa a dan b paling 

sedikit sebanyak k (diasumsikan bahwa 

diharapkan akan terdapat subgraf 

biclique yang memiliki sisi) maka 

optimisasikan partisinya. Banyak titik 

yang mungkin dimiliki dalam sebuah 

subgraf biclique dari graf Kneser 

adalah : 

(
𝑛 − 𝑘 − 1

𝑘 − 1
) + 1. 

Lakukan pencarian pola tertutup dari 

matriks adjacency dari graf Kneser dan 

akan mendapatkan jumlah titik dalam 

subgraf biclique maksimal dari graf 

Kneser tersebut sebanayak titik yang 

diperoleh dari perhitungan dengan 

menggunakan rumus di atas. 

 

Terdapat sebuah permasalahan yang 

didapat pada graf bipartisi. Selanjutnya 

diharapkan akan ada yang meneliti 

lebih lanjut tentang jumlah maksimum 

sisi pada graf bipartisi (n, n) yang tidak 

memiliki subgraf biclique K. 

Diharapkan akan ada lagi penelitian 

yang bisa mengembangkan ilmu graf 

terutama dalam topik graf khususnya 

maksimal biclique subgraf, sehingga 

bisa diperoleh cara menampilkan 

semua maksimal biclique subgraf dari 

suatu graf walaupun bukan merupakan 

graf bipartisi. Dan bisa 

mengembangkan ke arah multi-partisi 

subgraf. 
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