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Abstrak— Model epidemi SIR adalah model penyebaran penyakit yang berbentuk sistem 

persamaan diferensial nonlinier. Adanya waktu tunda mempengaruhi kestabilan titik 

kesetimbangan model epidemi SIR. Waktu tunda menyatakan waktu inkubasi penyakit. 

Pada penelitian ini, tahapan yang dilakukan untuk mengetahui perilaku solusi model 

epidemi SIR dengan waktu tunda menggunakan beberapa asumsi, kemudian menentukan 

titik kesetimbangan, menganalisis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan serta 

melakukan simulasi numerik menggunakan Matlab. Berdasarkan hasil analisis, model 

epidemi SIR dengan waktu tunda adalah stabil asimtotik di titik kesetimbangan bebas  

penyakit  (𝑬𝟎)  apabila syarat parameter 𝑨𝜷 ≤  𝝁(𝝁 + 𝜸)  terpenuhi dan stabil di titik 

kesetimbangan endemik (𝑬+)  apabila syarat parameter 𝑨𝜷 >  𝝁(𝝁 + 𝜸)  terpenuhi. 

Selanjutnya, dari simulasi menggunakan Matlab diperoleh grafik yang dapat 

mempermudah menjelaskan perilaku solusinya. 

 

Keywords: Model Epidemi SIR, Waktu Tunda, Kriteria Kestabilan, Forward Euler 

 

Abstract— The SIR epidemic model is a disease spread model in the form of a system of 

nonlinear differential equations. The time delay affects the stability of the equilibrium point 

of the SIR epidemic model. The time delay represents the incubation time of the disease. In 

this study, the steps were carried out to determine the behavior of the SIR epidemic model 

solution with a time delay using several assumptions, then determining the equilibrium 

point, analyzing the stability around the equilibrium point and performing numerical 

simulations using Matlab. Based on the results of the analysis, the SIR epidemic model with 

a time delay is asymptotically stable at the disease-free equilibrium point (𝑬𝟎)  if the 

parameter conditions 𝑨𝜷 ≤  𝝁(𝝁 + 𝜸)  have been met and stable at the endemic 

equilibrium point (𝑬+)  if the parameter conditions 𝑨𝜷 >  𝝁(𝝁 + 𝜸)  have been met. 

Furthermore, from the simulation using Matlab, a graph is obtained that can make it easier 

to explain the behavior of the solution. 

 

Keywords: SIR Epidemic Model, Time Delay, Stability Criteria, Forward Euler 

 

PENDAHULUAN 

 

  Salah satu alat yang dapat membantu 

dalam penyelesaian masalah pada 

kehidupan nyata ialah model matematika. 

Diperlukan asumsi-asumsi tertentu untuk 

membuat masalah-masalah tersebut dapat 

dibentuk ke dalam model matematika. 

Selanjutnya, dari model yang didapat dapat 

dicari solusinya, baik melalui analisis 

maupun numerik. 
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    Penyebaran suatu penyakit 

merupakan salah satu permasalahan pada 

kehidupan nyata. Pada tahun 1927, W. O. 

Kermack dan A. G. Mckendrick di dalam 

makalahnya yang berjudul ”A Contribution 

to the mathematical Theory of Epidemics” 

telah memperkenalkan sebuah model 

penyebaran penyakit. Model matematika 

yang dimaksud adalah model epidemi SIR. 

Epidemi adalah suatu keadaan di mana 

suatu penyakit menular berjangkit dalam 

populasi pada suatu tempat yang melebihi 

perkiraan kejadian normal pada periode 

yang singkat. Ketika penyakit tersebut 

selalu terdapat dalam suatu tempat begitu 

juga dengan faktor penyebabnya maka 

disebut endemic, kemudian ketika penyakit 

tersebut mempunyai ruang lingkup 

penyebaran yang sangat luas (global) maka 

disebut pandemic. Model epidemi 

merupakan model matematika yang dipakai 

untuk mengetahui penyebab penyakit 

menular, khususnya menyangkut terjadi 

atau tidaknya keadaan epidemi dan imbas 

yang ditimbulkan. 

 

   Di dalam model epidemi SIR, populasi 

dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu 

Susceptible (𝑆), Infected (𝐼), dan Recovered 

(𝑅). 𝑆 adalah kelompok individu yang tidak 

terinfeksi tetapi dapat terinfeksi penyakit, 𝐼 

adalah kelompok individu yang terinfeksi 

dan dapat sembuh, dan  𝑅 adalah kelompok 

individu yang telah sembuh atau kebal 

terhadap penyakit. 

 

   Di dalam model epidemi, laju 

penularan atau laju insidensi memainkan 

peranan penting karena menerapkan laju 

insidensi yang berbeda dapat berpotensi 

mengubah perilaku sistem. Jumlah individu 

yang terinfeksi per unit waktu di dalam 

model epidemi disebut laju insidensi. Laju 

insidensi telah didefinisikan dengan banyak 

cara. Yaitu laju insidensi bilinear, laju 

insidensi standar dan laju insidensi jenuh. 

 

   Sampai hari ini, model epidemi SIR 

telah banyak dikembangkan oleh para ahli. 

Beberapa penelitian tentang model epidemi 

SIR dengan vital dynamics, di mana pada 

populasi terjadi kelahiran dan kematian [3], 

serta laju insidensi bilinier yang dijadikan 

rujukan dalam penelitian ini, yaitu jurnal di 

dalam [11]. Pada jurnal tersebut, model 

epidemi SIR dengan adalah 

 
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜇𝑆(𝑡) − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡) − 𝜇𝐼(𝑡) − 𝛾𝐼(𝑡)

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼(𝑡) − 𝜇𝑅(𝑡)

 

 

di mana 𝐴  adalah laju kelahiran, 𝜇  adalah  

kematian  alami  populasi,  𝛾  adalah laju 

kesembuhan individu yang terinfeksi, dan 𝛽 

adalah laju penularan/insidensi penyakit. 

 

   Penyakit menular seperti TBC, DBD, 

malaria, serta Covid-19 memiliki waktu 

inkubasi, yaitu interval antara masuknya 

bibit penyakit ke dalam tubuh manusia 

sampai dengan pertama kali menunjukkan 

gejala penyakit atau dapat menularkan 

penyakit ke individu rentan [13]. Waktu 

inkubasi dapat diterapkan ke dalam model 

epidemi SIR sebagai waktu tunda. Model 

epidemi SIR dengan waktu tunda dikaji di 

dalam persamaan diferensial tunda (delay-

differential equation). 

 

   Persamaan diferensial tunda adalah  

persamaan  diferensial  yang tidak hanya 

bergantung kepada waktu sekarang tetapi 

juga bergantung kepada waktu sebelumnya 

[7]. Persamaan diferensial tunda awalnya 

diperkenalkan pada abad ke-18 oleh Laplace 

dan Condorcet. Waktu tunda penting dalam 

pemodelan masalah nyata karena keputusan 

biasanya dibuat berdasarkan informasi pada 

(1) 
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waktu sebelumnya. Selain itu, waktu tunda 

juga dapat mengubah perilaku sistem. 

 

   Pada umumnya persamaan diferesial 

tunda lebih sulit untuk mencari 

penyelesaiannya dari pada persamaan 

diferensial biasa. Salah satu cara untuk 

mencari perilaku solusi persamaan 

diferensial tunda adalah dengan 

menggunakan kestabilan nilai eigen untuk 

menganalisis kestabilan solusi dari 

persamaan differensial tunda. Selain itu, 

untuk memvisualisasikan solusi dari 

persamaan diferensial tunda dapat 

menggunakan simulasi Matlab 

 

METODE PENELITIAN  

 

Metode penelitian yang digunakan 

dalam penelitian ini adalah studi literatur 

yang bertujuan untuk menganalisis perilaku 

kestabilan pada model penyebaran penyakit 

yang telah dibangun. Adapun prosedut 

penelitian ini adalah sebagai berikut :   

 

1. Mengumpulkan teori - teori 

pendukung dan referensi yang 

berkaian dengan model epidemi SIR 

dalam penelitian. 

2. Menentukan model epidemi SIR 

dengan waktu tunda dan laju 

insidensi bilinier. 

3. Menentukan Titik Kesetimbangan 

dari model epidemi SIR tanpa waktu 

tunda dan dengan waktu tunda. 

4. Melakukan linierisasi dengan matriks 

Jacobian, mendapatkan nilai eigen 

untuk mengetahui jenis kestabilan 

model. 

5. Menyelesaikan simulasi 

menggunakan Matlab, membangun 

suatu program untuk membantu 

pengamatan perilaku solusi sistem 

persamaan diferensial tunda epidemi 

SIR dengan mengambil parameter 

yang bersesuaian untuk 

memperlihatkan perilaku solusi 

model epidemi SIR. 

6. Mengamati hasil simulasi Matlab dari 

perilaku solusi sistem persamaan 

diferensial tanpa waktu tunda dan 

dengan waktu tunda. 

7. Akhirnya dari hasil penelitian ini 

akan ditarik suatu kesimpulan tentang 

perilaku solusi sistem persamaan 

diferensial epidemi SIR dengan 

waktu tunda dan tanpa waktu tunda. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

A. Model Epidemi SIR Dengan Waktu 

Tunda 

Berikut ini adalah model epidemi SIR 

dengan waktu tunda berdasarkan asumsi 

Cooke pada Jurnal di [14] : 

 
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜇𝑆(𝑡) − 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡 − 𝜏)

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡 − 𝜏) − 𝜇𝐼(𝑡) − 𝛾𝐼(𝑡)

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼(𝑡) − 𝜇𝑅(𝑡)

 

 

Keterangan :  
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
 : Kelompok individu yang tidak 

terinfeksi  

  tetapi dapat terinfeksi penyakit 

pada saat 𝑡 
𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
 : Kelompok individu yang 

terinfeksi dan dapat  

sembuh pada saat 𝑡 
𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
 : Kelompok individu yang telah 

sembuh atau  

kebal terhadap penyakit pada saat 

𝑡 

𝐴 : Laju kelahiran populasi 

𝜇 : Laju kematian populasi 

(2) 
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𝛾 : Laju kesembuhan populasi yang 

terinfeksi 

𝜏 : Waktu tunda/waktu inkubasi 

penyakit 

 

B. Titik Kestimbangan Model Epidemi SIR 

Jurnal [5] menjelaskan bahwa titik 

kesetimbangan Sistem (1) dapat ditentukan 

dengan menetapkan turunan dari 

persamaan sama dengan nol. Secara 

matematis, hal ini dapat dituliskan sebagai 

berikut.  

 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0 

 

Setelah menyelesaikan masing-masing 

persamaan pada Sistem (1) diperoleh dua 

titik kesetimbangan, yaitu : 

 

1) Titik Kesetimbangan Bebas 

Penyakit (𝐸0) 
Titik kesetimbangan bebas penyakit 

terjadi pada model epidemi SIR apabila 𝐼 =
0 , artinya tidak terdapat individu yang 

terinfeksi penyakit pada suatu populasi. Oleh 

karena itu, dari Sistem (1) diperoleh titik 

kesetimbangan : 

𝐸0 = (𝑆0, 𝐼,0, 𝑅0) = (
𝐴

𝜇
, 0,0)  

 

2) Titik Kesetimbangan Endemik (𝐸+) 

Titik kesetimbangan endemik terjadi 

apabila penyakit selalu ada dalam populasi 

tersebut, maksudnya adalah bahwa selalu 

saja ada individu yang terserang penyakit. 

Titik kesetimbangan endemik terjadi pada 

model epidemi SIR apabila 𝐼 >  0. Adapun 

titik kesetimbangan endemik, yaitu : 

 

𝐸+ = (𝑆+, 𝐼+, 𝑅+) = (
𝜇+𝛾

𝛽
,

𝐴

𝜇+𝛾
−

𝜇

𝛽
,

𝐴𝛾

𝜇(𝜇+𝛾)
−

𝛾

𝛽
)  

Syarat parameter terjadi titik 

kesetimbangan endemik adalah 

𝐼 >  0 ↔
𝐴

𝜇 + 𝛾
−

𝜇

𝛽
> 0 ↔ 𝐴𝛽

> 𝜇(𝜇 + 𝛾) 
Jadi, agar 𝐼 >  0 maka 𝐴𝛽 > 𝜇(𝜇 + 𝛾). 

Apabila 𝐼 =  0  diperoleh 𝐴𝛽 = 𝜇(𝜇 + 𝛾) 
yang merupakan syarat parameter 

terjadinya titik kesetimbangan bebas 

penyakit. 

 

Untuk titik kesetimbangan pada Sistem 

(2) diasumsikan bawah perpindahan jarak 

pada titik kesetimbangan yang diakibatkan 

oleh waktu tunda 𝜏 sangat kecil, sehingga 

perpindahan jarak tersebut dapat diabaikan. 

Sehingga titik kesetimbangan Sistem (2) 

dapat dievaluasi dengan menggunakan titik 

kesetimbangan pada Sistem (1). 

 

C. Analisis Kestabilan Titik 

Kesetimbangan 

    

  Agar Sistem (2) dapat diselesaikan 

secara eksplisit, perlu dilakukan peliniearan 

[4]. Pelinieran pada sistem persamaan 

diferensial tunda dapat dilakukan melalui 

matriks Jacobian [10] sebagai berikut : 

 

𝐽 = 𝐽𝑡 + 𝐽𝜏𝑒
−𝜆𝜏 

 

di mana 𝐽𝑡  adalah matriks Jacobian yang 

bersesuaian dengan 𝑥(𝑡)  dan 𝐽𝜏  adalah 

matriks Jacobian yang bersesuaian dengan 

𝑥(𝑡 − 𝜏) . 

 

   Dari Persamaan (4) diperoleh 

matriks Jacobian untuk Sistem (2) 

𝐽 = [

−𝜇 − 𝛽𝐼∗ −𝛽𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 0

𝛽𝐼∗ −(𝜇 + 𝛾) + 𝛽𝑆∗𝑒−𝜆𝜏 0
0 𝛾 −𝜇

]          

Di mana 𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗ adalah titik kesetimbangan.  

 

    

(3) 

(4) 
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Kestabilan pada Sistem (2) dapat dilihat 

dari nilai eigen yang diperoleh dari 

persamaan karakteristik. Adapun 

persamaan karakteristik [2] pada sistem 

persamaan diferensial   adalah det(𝜆𝐼 −
𝐽) = 0 

 

Berikut ini adalah analisis kestabilan 

Sistem (2) untuk titik kesetimbangan bebas 

penyakit dan endemik. 

 

1) Titik Kesetimbangan Bebas 

Penyakit (𝐸0) 
Ada

pun matriks Jacobian yang dievaluasi dari titik kesetimbangan bebas penyakit (𝐸0) 
adalah 

𝐽 =

[
 
 
 
 −𝜇 −𝛽

A

𝜇
𝑒−𝜆𝜏 0

0 −(𝜇 + 𝛾) + 𝛽
A

𝜇
𝑒−𝜆𝜏 0

0 𝛾 −𝜇]
 
 
 
 

 

    

        Dengan mensubtitusi Matriks (7) ke 

dalam Persamaan (6) diperoleh nilai eigen 

𝜆1 = −𝜇  

𝜆2 = 𝛽
A

𝜇
𝑒−𝜆2𝜏 − (𝜇 + 𝛾)  

𝜆3 = −𝜇  

         Apabila 𝜏 = 0 , diperoleh 𝜆2 = 𝛽
A

𝜇
−

(𝜇 + 𝛾) . Dari uraian di atas,  𝜆1 < 0  dan 

𝜆3 < 0 , sedangkan untuk 𝜆2  ada beberapa 

kemungkinan, yaitu : 

 

 Apabila 𝜆2 <  0 , maka Sistem (2) 

stabil asimtotik di titik kesetimbangan 

bebas penyakit pada saat 𝜏 = 0. 

 Apabila 𝜆2 =  0 , maka Sistem (2) 

stabil di titik kesetimbangan bebas 

penyakit pada saat 𝜏 = 0. 

 Apabila 𝜆2 >  0 , maka Sistem (2) 

menjadi tidak stabil di titik 

kesetimbangan bebas penyakit dan 

mengakibatkan I > 0. Sehingga terjadi 

endemik pada Sistem (2) pada saat 

𝜏 = 0. 

 

Kemudian, untuk 𝜏 > 0, Pada Jurnal [12], 

untuk menentukan persamaan karakteristik 

tunda, misalkan 𝜆2 = 𝑖𝑤  di mana 𝑤 > 0 , 

maka diperoleh 

𝜆2 − 𝛽
A

𝜇
𝑒𝜆2𝜏 − (𝜇 + 𝛾) = 0  

(𝑖𝑤) − 𝛽
A

𝜇
𝑒(𝑖𝑤)𝜏 − (𝜇 + 𝛾) = 0  

(𝜇 + 𝛾) − 𝛽
A

𝜇
cos(𝑤𝜏) + 𝑖 (𝑤 + 𝛽

A

𝜇
sin(𝑤𝜏)) = 0  

   

Kemudian pisahkan bagian real dan 

imajinernya lalu mengkuadratkan masing-

masing persamaan serta menjumlahkannya 

untuk mengeleminasi 𝜏 . Sehingga diperoleh 

persamaan karakteristik 

𝑤2 = (𝛽
A

𝜇
)
2

− (𝜇 + 𝛾)2 

   

Berdasarkan teorema kestabilan pada [9], 

ada beberapa kemungkinan untuk 𝑤2, yaitu : 

 Apabila 𝑤2 < 0, maka  𝜆2 <  0, dan 

tidak terdapat akar imajiner murni. 

Sehingga Sistem (2) stabil asimtotik di 

titik kesetimbangan bebas penyakit 

pada saat 𝜏 > 0. 

 Apabila 𝑤2 = 0, maka  𝜆2 =  0, dan 

tidak terdapat akar imajiner murni. 

Sehingga Sistem (2) stabil di titik 

kesetimbangan bebas penyakit pada 

saat 𝜏 > 0. 

 Apabila 𝑤2 > 0 , maka Sistem (2) 

menjadi tidak stabil di titik 

kesetimbangan bebas penyakit pada 

(6) 

(7) 

(8) 
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saat 𝜏 > 0 dan mengakibatkan 𝐼 > 0 

pada saat 𝜏 > 0 karena 𝛽𝐴 > 𝜇(𝜇 +
𝛾) . Sehingga terjadi endemik pada 

Sistem (2). 

 

2) Titik Kesetimbangan Endemik (𝐸+) 

Adapun matriks Jacobian yang dievaluasi 

dari titik kesetimbangan endemik (𝐸+) 
adalah

 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 −

𝛽𝐴

𝜇 + 𝛾
−(𝜇 + 𝛾)𝑒−𝜆𝜏 0

𝛽𝐴

𝜇 + 𝛾
− 𝜇 −(𝜇 + 𝛾) + (𝜇 + 𝛾)𝑒−𝜆𝜏 0

0 𝛾 −𝜇]
 
 
 
 
 

 

 

Dengan mensubtitusi Matriks (9) ke dalam 

Persamaan (6) diperoleh nilai eigen 𝜆1 =
−𝜇 dan persamaan karakteristik 

𝜆2 + (𝑎 + 𝑏)𝜆 + 𝑐 + [−𝑎𝜆 − 𝑑}𝑒𝜆𝜏 = 0 

Di mana 

𝑎 = (𝜇 + 𝛾), 𝑏 =
𝛽𝐴

𝜇+𝛾
,  𝑐 = 𝛽𝐴, 𝑑 = 𝜇(𝜇 +

𝛾) 

 

    Apabila 𝜏 = 0 , dari Persamaan 

Karakteristik (10) diperoleh 

 𝜆2 +
𝛽𝐴

𝜇+𝛾
+ 𝛽𝐴 − 𝜇(𝜇 + 𝛾) = 0 

Sehingga diperoleh akar-akar persamaan 

karakteristik 

𝜆2,3 =

−
𝛽𝐴

𝜇+𝛾
±√(

𝛽𝐴

𝜇+𝛾
)
2
−4(𝛽𝐴−𝜇(𝜇+𝛾))

2
  

Dari akar persamaan karakteristik di atas,  

berikut  uraian 𝜆2,3 :  Misalkan  𝛼1 =
𝛽𝐴

𝜇+𝛾
 

dan 𝛼2 = 𝛽𝐴 − 𝜇(𝜇 + 𝛾).  Menurut kriteria 

Routh-Hurwitz yang dijelaskan dalam [6], 

Sistem (2) tidak memiliki akar real  positif 

apabila 𝛼1 > 0 dan 𝛼2 > 0.   Untuk 𝛼1 > 0,  

telah terbukti bahwa   
𝛽𝐴

𝜇+𝛾
> 0, sedangkan 

untuk 𝛼2 ada beberapa kemungkinan, yaitu :  

 Apabila 𝛼2 < 0 , maka hal 

tersebut tak mungkin terjadi 

karena mengakibatkan 𝐼 < 0 

pada saat 𝜏 = 0. 

 Apabila 𝛼2 = 0 , maka 𝜆2,3  akan 

memiliki satu akar negatif dan satu 

akar nol. Oleh karena itu, Sistem (2) 

stabil di titik kesetimbangan 

endemik pada saat 𝜏 = 0. 

 Apabila 𝛼2 > 0 , maka 𝜆2,3  tidak 

memiliki akar positif. Oleh karena 

itu, Sistem (2) stabil asimtotik di 

titik kesetimbangan endemik pada 

saat 𝜏 = 0. 

 

Kemudian, untuk 𝜏 > 0, misalkan 𝜆 = 𝑖𝑤 

di mana 𝑤 > 0 . Subtitusikan ke Persamaan 

(10), lalu melakukan langkah yang sama 

seperti di atas sehingga diperoleh akar-akar 

persamaan karakteristik 

(𝑤±)2 =
−((𝑎+𝑏)2−𝑎2−2𝑐)±√((𝑎+𝑏)2−𝑎2−2𝑐)2−4(𝑐2−𝑑2)

2
  

 

Menurut kriteria Routh-Hurwitz, apabila 

((𝑎 + 𝑏)2 − 𝑎2 − 2𝑐) > 0  dan (𝑐2 −
𝑑2) > 0 maka tidak ada akar 𝑤 real positif 

sehingga 𝜆2,3 Persamaan Karakteristik (10) 

bernilai negatif. Selanjutnya, dari 

Persamaan (12), dapat ditunjukkan bahwa 

((𝑎 + 𝑏)2 − 𝑎2 − 2𝑐) > 0  dengan 

mensubtitusikan Persamaaan (11) sehingga 

diperoleh ((𝑎 + 𝑏)2 − 𝑎2 − 2𝑐) =
𝛽𝐴

𝜇+𝛾
>

0 . Kemudian, untuk (𝑐2 − 𝑑2)  ada 

beberapa klaim, yaitu : 

 

 Apabila (𝑐2 − 𝑑2) < 0 , maka 

hal tersebut tak mungkin terjadi 

karena mengakibatkan 𝐼 < 0 

pada saat 𝜏 > 0 

 Apabila (𝑐2 − 𝑑2) = 0 , maka 

terdapat dua akar 𝑤2 , yaitu . 𝑤+
2 

bernilai nol yang mengakibatkan 

𝜆2,3 = 0  dan 𝑤−
2  bernilai negatif 

(9) 

(10) 

(12) 

(11) 
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yang mengakibatkan 𝜆2,3  bernilai 

negatif. Oleh karena itu, Sistem (2) 

stabil di titik kesetimbangan 

endemik pada saat 𝜏 > 0 

 Apabila (𝑐2 − 𝑑2) > 0 , maka 

𝜆2,3  tidak memiliki akar positif. 

Oleh karena itu, Sistem (2) stabil 

asimtotik di titik kesetimbangan 

endemik pada saat 𝜏 > 0 

 

D. Simulasi Numerik  

Kestabilan Sistem (2) dapat 

digambarkan melalui bidang fase untuk 

lebih memahami perilaku sistem di sekitar 

titik  kesetimbangan. Nilai parameter yang 

digunakan berdasarkan referensi jurnal pada 

[1]. Berikut ini adalah parameter-parameter 

yang digunakan untuk menggambarkan 

kestabilan sistem. 

 

TABEL 1 

NILAI PARAMETER YANG DIGUNAKAN UNTUK SIMULASI NUMERIK 

Kasus 𝑨 𝝁 𝜷 𝜸 

1 0,95 0,05 0,1 0,5 

2 0,95 0,05 0,01 0,5 

 

    Nilai awal yang digunakan untuk 

simulasi model epidemi SIR adalah 𝑆(0)  =
 0, 95 , 𝐼(0)  =  0, 05  dan 𝑅(0)  =  0 

dengan waktu tunda 0, 2, dan 4. 

 

Metode numerik merupakan teknik-

teknik yang dipakai untuk merumuskan 

masalah-masalah matematika supaya bisa 

diselesaikan menggunakan operasi 

aritmatika [8]. Salah satu metode numerik 

yang akan dipakai untuk menggambar 

bidang fase Sistem (2) adalah dengan 

metode Forward Euler. 

 

Berikut ini merupakan grafik dinamika 

populasi pada model epidemi SIR yang 

diperoleh dari hasil simulasi numerik. 

. 

1) Kasus 1 

Titik Kesetimbangan yang diperoleh 

dengan menggunakan parameter pada 

Kasus 1 adalah  𝐸0 = (𝑆0 = 19  𝐼0 =
0  𝑅0 = 0)  dan 𝐸+ = (𝑆+ = 5,5  𝐼+ =
1,23  𝑅+ = 12,27)

. 

 

 

Gambar 1 Grafik perilaku solusi kelas individu susceptible terhadap waktu 
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Gambar 2 Grafik perilaku solusi kelas individu infected  terhadap waktu 

 

Gambar 3 Grafik perilaku solusi kelas individu recovered terhadap waktu 

Dari hasil simulasi di atas, dapat 

disimpulkan bahwa Sistem (2)  dengan 

menggunakan parameter pada Kasus 1 

stabil di titik kesetimbangan endemik 𝐸+ =
(𝑆+ = 5,5  𝐼+ = 1,23  𝑅+ = 12,27)  untuk 

𝜏 ≥  0 . Dengan memberikan waktu tunda 

pada model akan menyebabkan kelompok 

individu tiap-tiap kelas membutuhkan 

waktu lebih lama untuk mencapai kestabilan. 

 

 

2) Kasus 2 

Titik Kesetimbangan yang diperoleh 

dengan menggunakan parameter pada 

Kasus 2 adalah  𝐸0 = (𝑆0 = 19  𝐼0 =
0  𝑅0 = 0)  dan 𝐸+ = (𝑆+ = 5,5  𝐼+ =
−3,27  𝑅+ = −32,73) . Titik 

kesetimbangan 𝐸+  dapat diabaikan karena 

populasi bernilai negatif. 
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Gambar 4 Grafik perilaku solusi kelas individu susceptible terhadap waktu 

 

Gambar 5 Grafik perilaku solusi kelas individu infected  terhadap waktu 

 
Gambar 6 Grafik perilaku solusi kelas individu recovered terhadap waktu 

 

    Dari hasil simulasi di atas, dapat 

disimpulkan bahwa Sistem (2)  dengan 

menggunakan parameter pada Kasus 1 

stabil di titik kesetimbangan bebas penyakit 

𝐸0 = (𝑆0 = 19  𝐼0 = 0  𝑅0 = 0)  untuk 𝜏 ≥
 0. Dengan memberikan waktu tunda pada 

model akan menyebabkan kelompok 

individu tiap-tiap kelas membutuhkan 

waktu lebih lama untuk mencapai kestabilan. 

E. Trajektori Pada Model Epidemi SIR 

Berikut ini merupakan trajektori pada 

model epidemi SIR dengan menggunakan 

parameter pada Tabel 1.   
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1) Kasus 1 

 

 

Gambar 7 Trajektori model epidemi SIR untuk Kasus 1 

    

Bidang Trajektori di atas menunjukkan 

bahwa Sistem (2) memiliki tipe kestabilan 

spiral dan jenis kestabilan stabil asimtotik di 

titik kesetimbangan endemik 𝐸+ = (𝑆+ =
5,5  𝐼+ = 1,23  𝑅+ = 12,27)  serta tidak 

stabil di titik kesetimbangan bebas penyakit 

𝐸0 = (𝑆0 = 19  𝐼+ = 0  𝑅+ = 0). 

 

     Terlihat bahwa pada Gambar 7 

populasi pada kelas 𝑆  dan 𝐼  bergerak 

menuju satu titik yang menunjukkan 

penyakit pada populasi tersebut akan selalu 

ada dan penyakit dapat dikendalikan. Hal 

ini berarti parameter yang terbentuk 

memenuhi syarat parameter endemik. 

 

2) Kasus 2 

 

 

Gambar 8 Trajektori model epidemi SIR untuk Kasus 2 

 

    Bidang Trajektori di atas menunjukkan 

bahwa Sistem (2) memiliki tipe kestabilan 

node dan jenis kestabilan stabil asimtotik di 

titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 =
(𝑆0 = 19  𝐼0 = 0  𝑅0 = 0)   serta tidak 

stabil di titik kesetimbangan endemik 𝐸+ =
(𝑆+ = 5,5  𝐼+ = −3,27  𝑅+ = −32,73). 

 

    Terlihat bahwa pada Gambar 8 

populasi pada kelas 𝐼  akan mengalami 

penurunan dan akan menuju nol seiring 

bertambahnya populasi pada kelas 𝑆 . Hal 

ini berarti parameter yang terbentuk 

memenuhi syarat parameter bebas penyakit. 
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PENUTUP 

 

  Berdasarkan hasil dan pembahasan 

maka diperoleh bahwa model epidemi SIR 

akan stabil di titik kesetimbangan bebas 

penyakit 𝐸0 = (
𝐴

𝜇
, 0,0)  untuk 𝜏 ≥ 0 

apabila syarat parameter 𝐴𝛽 ≤ 𝜇(𝜇 + 𝛾) 

terpenuhi. Sedangkan pada titik 

kesetimbangan endemik 𝐸+ = (
𝜇+𝛾

𝛽
,

𝐴

𝜇+𝛾
−

𝜇

𝛽
,

𝐴𝛾

𝜇(𝜇+𝛾)
−

𝛾

𝛽
) model epidemi SIR stabil 

untuk 𝜏 ≥ 0 apabila syarat parameter 𝐴𝛽 >
𝜇(𝜇 + 𝛾)  terpenuhi. Waktu tunda pada 

model hanya memperlambat laju penularan 

penyakit antara individu yang rentang dan 

individu yang telah terinfeksi. 
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