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ABSTRAK

Titik gergonne pada umumnya diberlakukan pada sebarang segitiga yang terdiri dari dua
bentuk, yaitu satu buah titik gergonne dalam dan tiga buah titik gergonne luar. Pada tulisan
ini akan dibahas cara mengkontruksi titik gergonne pada sebarang segiempat Siklik serta
beberapa perhitungan panjang sisi-sisi yang terbentuk dari pengkontruksian lingkaran

singgung luar tersebut.

Kata Kunci : Lingkaran Singgung Luar, Segiempat Siklik, Titik Gergonne.

ABSTRACT

Gergonne point generally imposed on any triangle consisting of two forms, namely a
single point Gergonne inside and three points Gergonne outside. In this paper discuss
how to construct a point Gergonne at any cyclic quadrilateral as well as some
calculation long of sides formed from contructing outside the circle tangent.

Key Word : outside the circle tangent,, cyclic quadrilateral, Gergonne point

PENDAHULUAN

Misalkan terdapat sebarang segitiga
dengan lingkaran yang berada di
dalamnya, lingkaran yang menyinggung
ketiga sisi nya yang berpusat pada titik
pusat lingkaran dalam (incenter)[3, 7, 9],
sehingga terdapat tiga titik singgung
terhadap segitiga, yang mana apabila
ditarik garis dari ketiga titik sudut segitiga
terhadap titik singgung lingkaran dalam
terhadap sisi segitiga tersebut maka ketiga
garis tersebut akan berpotongan disatu titik
(concurrent) yang disebut titik gergonne
[2, 4,5].

Konsep terbentuknya titik gergonne
adalah berasal dari incercle. Selanjutnya
jika terdapat lingkaran singgung luar
segitiga (excircle) dengan titik pusat
lingkaran singgung luar segitiga (excenter)
juga dapat dibentuk titik gergonne diluar
segitiga yang berasal dari lingkaran
singgung luar segitiga. Pembuktian
konkurensi  titik Gergonne biasanya
digunakan pada sebarang segitiga. Pada
artikel ini  dibahas konkurensi titik
Gergonne pada segiempat siklik.

Pada segiempat siklik ABCD,
terdapat empat buah lingkaran singgung
luarnya. Yaitu lingkaran singgung luar
yang berpusat di I,, lingkaran singgung
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luar yang berpusat di [I,, lingkaran
singgung luar yang berpusat di I, dan
lingkaran singgung luar yang berpusat di
;. Masing-masing bersinggungan dengan
salah satu sisi segiempat.  Lingkaran
singgung luar segiempat adalah lingkaran
yang menyinggung sisi luar pada salah
satu sisi segiempat dan perpanjangan dua
sisi lainnya

Pada segiempat siklik ABCD,
lingkaran singgung luar yang berpusat di
1, didapat dari perpanjangan sisi AB dan
perpanjangan sisi DC yang bertemu di titik
S. Garis bagi pada sudut luar segiempat
(external bisector) yaitu 2« C dan £ B serta
garis bagi pada S akan berpotongan
disatu titik, yang merupakan pusat
lingkaran luar yaitu I,. Begitu juga untuk
lingkaran singgung luar yang berpusat di
Ip, lingkaran singgung luar yang berpusat

)
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di I, dan ingkaran singgung luar yang
berpusat di ;.

PEMBAHASAN

MENGKONTRUKSI TITIK
GERGONNE

Disini akan dibahas mengenai
mengkontruksi titik gergonne. Perhatikan
gambar 1, misalkan sebarang segiempat
siklik, dengan perpanjangan masing-
masing sisi disetiap sisi  segiempat
dibentuk  lingkaran  singgung luar
(excircle).  Sehingga  masing-masing
lingkaran menyinggung di titik P,W,Y
dan Z. Hubungkan tiap sudut ke titik
singgung di hadapannya, maka ketiga garis
tersebut akan konkuren dan konkurensi ini
yang disebut dengan titik gergonne

Gambar 1. Segiempat ABCD mempunyvai empat Titik Gergonne
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KONKURENSI TITIK
GERGONNE

Konkurensi titik gergonne dapat
dibuktikan dengan berbagai cara. Dalam
artikel ini akan dibuktikan dengan
teorema ceva [1, 7, 10]. Pada gambar 1,
titik gergonne dapat dilihat menjadi dua
bentuk. Yaitu titik gergonne dalam pada
segitiga dan titik gergonne luar pada
segitiga. Untuk titik gergonne dalam pada
segitiga dibuktikan dengan menggunakan
Teorema Ceva kasus | (konkurensi titik
berada di dalam segitiga).
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Teorema 1 (Teorema Gergonne Dalam)
Di dalam segitiga garis yang dibentuk dari
titik-titik puncak A BCS yang
dihubungkan dengan titik singgung
lingkaran dalam pada sisi di hadapannya
adalah konkuren.

Dari gambar 2, pandang A BCS, akan
ditunjukkan PS, CX; dan BX, konkuren

di Ge; jika dan hanya jika :

BX SX; CP
e g (D)
X1S X,C PB

Gambar 2. Titik Gergonne dalam A BCS

(=) Misalkan ketiga garis PS, CX, dan
BX, konkuren di Ge,, akan ditunjukkan
persamaan (1) berlaku. Pada gambar 2,
perhatikan A BCX; dan A CX;S dengan
masing-masing alasnya BX; dan X, S.

BX; LABCX,

X1S LACX,S

LA BG€1X1
LA Geles

LABCX; — LABGe X4
LACX1S — LA Ge X1S

LA BCGeq
LA CGeyS

Perhatikan A BX,S dan A BCX, dengan
masing-masing alasnya SX, dan CX,.

SX,  LABX,S  LAGeX,S

CX, LABCX, LACGe.X,

LA BX,S — LA Ge1X,S
LABCX, — LA CGe1 X,

_ LABGe;S
~ LA BCGe,
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Perhatikan A CPS dan A BPS dengan
masing-masing alasnya CP dan BP.

cpP LACPS

LA CPGeq

BP LA BPS LA BGe, P
LA CPS — LA CPGeq

LA BPS — LA BGeyP
LA CGey S

LA BGeyS

Sehingga

X,S X,C PB
_ LABCGe; LABGe;S
" LACGe;S LABCGe,
=1

LA CGe,S
LA BGe,S

(<) untuk membuktikan sebaliknya, jika
diketahui persamaan (1), maka akan
ditunjukkan bahwa ketiga garis PS, CX;
dan BX, konkuren. Untuk itu misalkan
BX, dan SP berpotongan dititik Geq,
selanjutnya buat garis CGe; dan
perpanjang sehingga memotong garis BS,
katakan titik potongnya adalah X’
berdasarkan hipotesis maka berlaku :

BXy! SX, CP

XS  X,C PB 1

BXi/ _ X,C PB

X11S o S_XZ C_P

BXy/ _ LABCGe;  LASGeiX;
X1'S ~ LASGe;X, LACGeyS

BXq/ LA BCGe,

X118 LA CGeyS
BX1’ _ BX1
X11S  X4S

karena X; = X; dan hanya ada satu garis
yang merupakan perpanjangan dari titik
sudut € yang memotong garis BX, dan
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SP tepat di Ge; yaitu garis CX;. Jadi
garis PS, CX, dan BX, konkuren di Ge;.
[ |

Dengan menggunakan cara yang
sama akan berlaku terhadap pembuktian
konkurensi dari Ge, (lihat gambar 1).

Selanjutnya jika terdapat lingkaran
singgung luar segitiga (excircle) dengan
titik pusat lingkaran singgung luar
segitiga (excenter) juga dapat dibentuk
titik gergonne diluar segitiga yang berasal
dari lingkaran singgung luar segitiga.
Konkurensi titik gergonne luar pada
segitiga dibuktikan dengan menggunakan
Teorema Ceva kasus 2 (konkurensi titik
berada di luar segitiga).

Teorema 2. (Teorema Gergonne Luar)
Pada segitiga A ADS garis yang dibentuk
dari titik-titik singgung lingkaran luar
segitiga A ADS terhadap sudut segitiga
dihadapannya maka ketiga garis tersebut
adalah konkuren.

Dari gambar 1, pandang A ADS,
akan ditunjukkan SGe;, DY; dan AY,
konkuren di Ges jika dan hanya jika :

DY AY. SY.
L. 2= Q)
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Gambar 3. Titik Gergonne luar A ADS

(=) Misalkan ketiga garis SGes, DY;
dan AY,  konkuren di Ge; , akan
ditunjukkan persamaan (2) berlaku. Pada
gambar 3, perhatikan A DSY dan A ASY
dengan masing-masing alasnya DY dan

AY.
DY LA DSY

LADG€3Y
AY LAASY LA AGegY
LA DSY+ LA DGesY,

LA ASY+ LA AGesY
LA DGesS

LA AGe3S

Perhatikan A ADY; dan A DY;S dengan
masing-masing alasnya AY; dan ¥;S.

AY; LA ADY; LA DY;S

;S LA ADS LA GesY;S
LA ADY; — LADY;S

LAADS — LA Ge3Y; S
LA ADGeg

LA DGe3S

Perhatikan A ASY, dan A ADY, dengan
masing-masing alasnya SY,dan DY,.

LA 6635Y2
LA D663Y2

SY, _ LAASY,

DY, LA ADY,

LA ASY, — LA Ge3SY,
LA ADY, — LA DGesY,

_ LAAGesS
"~ LA ADGeg
Sehingga
DY AY, SY,
AY Y,S Y,D
LADGesS LAADGe; LA AGesS
~ LAAGesS LADGesS LA ADGes

=1

(<) untuk membuktikan sebaliknya, jika
diketahui persamaan (2), maka akan
ditunjukkan bahwa ketiga garis SGes, DY;
dan AY, konkuren. Untuk itu misalkan
SGe; dan AD berpotongan dititik Y’
berdasarkan hipotesis maka berlaku:

Dyr Ay,  SY, _ 1

AY' Y;S Yo,D

DY’ _ YiS Y,D

AY’ AY,  SY,

DY/ LADGe3S LA ADGes

AY’ LAADGe; LA AGesS

DY/ LA DG€3S

AY’ LA AGesS
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DY/ DY
AY' AY

karena Y’ = Y maka garis SGes, DY; dan
AY, konkuren di Ges. [

Dengan menggunakan cara yang
sama akan berlaku terhadap pembuktian
konkurensi dari Ge,.

PANJANG SISI BARU

Pada segiempat siklik ABCD, jika
tiap sisi diperpanjang maka akan ada sisi
yang bertemu disatu titik, sehingga
terbentuklah ~ beberapa  sisi  baru.
Selanjutnya akan dibahas cara
menghitung panjang sisi-sisi baru tersebut
berdasarkan panjang sisi  segiempat

Q
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konveks. Misalkan segiempat sebarang
dengan panjang sisi yang diketahui, yaitu
AD =a, DC=b, BC =c dan AB =d.

Pada gambar 4, tidak ada sisi
segiempat yang sejajar. Keempat sisi
berbeda panjang antara satu dengan yang
lainnya. Perpanjang sisi AB dan DC,
karena salah satu sisi lebih pendek dari
sisi yang didepannya maka perpanjangan
garis tersebut akan berpotongan disatu
titik. Namakan titik perpotongannya
adalah titik S, dan misalkan panjang
BS = «a dan panjang CS = p.
Perpanjang sisi AD dan BC. Maka
perpanjangan  garis  tersebut  akan
berpotongan disatu titik. Namakan titik
perpotongannya adalah titik Q, dan
misalkan panjang DQ = y dan panjang
cQ=06.

Gambar 4. Segiempat ABCD dengan perpanjang sisi AB, DC, AD dan BC
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pada segiempat ABCD dan A BCS akan

diperoleh:
£ DAB + . DCB = 180° ... 3
2£DCB + 4 BCS = 180° ... 4

Maka dari persamaan (3) dan (4)

diperoleh

2 DAB = £ BCS )
Dengan

2 DAB = £ DAS ...6

Kemudian pandang segiempat ABCD dan
A BCS akan diperoleh
£ CDA+ 2 ABC = 180° o T

£ ABC + £ SBC = 180° ... 8

Maka dari persamaan (7) dan (8)

diperoleh

2 CDA = 2 SBC ... 9
Dengan

2 CDA = 2 SDA ... 10

Sehingga dari persamaan (5) dan
(10) dan dengan kesebangunan [8] sudut-
sudut, diperoleh :
AADS = ABCS L1l

Akibatnya
AD _AS DS
BC ¢S BS
a d+ «a b+ B
- = = ... 12
c B a

Dengan mengambil dua
persamaan dari persamaan (12)

a d+a
c B
af =c(d+ a)
f=5@+
cd+ca
B = - .13
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Selanjutnya dengan mengambil
dua persamaan lainnya dari persamaan
(12)

a_ b+h

c - (04

ac = c(b+ pB)

ac = cb +cf ... 14
Substitusikan persamaan (13)

kepersamaan (14) diperoleh

aq = cb+c(

a’a = abc + c?d + c?a

a’a — c?a = abc + c%d

a (a? — ¢?) = abc + c?d
abc+c?d

adQ =——mr- ... 15

aZ_CZ
BS = a =

cd+ca)

Sehingga panjang

abc+c?d

> Setelah memperoleh nilai «a,
a’-c

maka subtitusikan  persamaan  (15)
kepersamaan (13)

_cd+ca
B a
aff = cd + ca
abc + c%d
aﬁ = Cd+C W
a’cd — c3d + abc? + c3d
ap = a? — c2
__acd+ bc?
,3 = T2_cz ... 16

Sehingga  panjang CS = B =
acd+ bc?

aZ_CZ '
Dari pembahasan diatas didapatlah
: . __ abc+c?d
panjang sisi BS = a = 2oz
acd+ bc? _
dan CS = ,3 = W. Ini

berlaku untuk nilai @ >c dan d > b,
tetapi jika sebaliknya a <c dan d <b
maka nilai a« dan S akan menjadi
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negative. Hal Ini tidak mungkin, karena
panjang sisi tidak mungkin negative. Oleh
karena itu maka diambillah nilai
mutlaknya. Sehingga panjang sisi a dan 8

abc+c?d
menjadi BS = ¢ = ———— dan
la?— c?|
acd+ bc?
CS = = —
g la?—c?|

Dengan menggunakan cara yang sama

maka akan didapat nilai y dan 6.

KESIMPULAN

Dari hasil artikel ini dapat disimpulkan
bahwa Titik Gergonne tidak hanya
terdapat pada Segitiga, tapi juga terdapat
pada segiempat siklik. Konkurensi titik
Gergonne dapat dibuktikan dengan
menggunakan Teorema Ceva, sedangkan
untuk mencari panjang sisi baru yang
didapat dari perpanjangan segiempat
siklik bisa digunakan kesebangunan.
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