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ABSTRAK

Banyak buku teks dan peneliti sebelumnya telah membahas tentang berkas lingkaran. Jika terdapat
lingkaran L; dan L,, maka t;L; + t;L, = 0 dengan t, dan t, sebagai parameter dan t; +t, # 0
merepresentasikan berkas lingkaran. Pada artikel ini, penulis membahas tentang berkas elips. Jika
terdapat elips @, dan Q,, maka Q; + kQ, = 0 dengan k sebarang bilangan real sebagai parameter
merepresentasikan berkas elips. Persamaan elips yang memuat parameter tidak selalu menghasilkan
bentuk elips, tetapi juga membentuk garis, lingkaran, parabola dan hiperbola. Selain itu, pada artikel
ini juga membahas tentang kasus khusus dari berkas elips yaitu berkas elips yang melewati titik
(x,y), berkas elips yang menyinggung sumbu x atau y, dan berkas elips yang menyinggung garis
ax +by+c=0.
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1. Pendahuluan

Banyak buku dan artikel telah membahas tentang berkas lingkaran [1, 5, 7, 10, 11, 12, 13].
Berkas lingkaran merupakan kumpulan atau himpunan dari lingkaran yang terbentuk dari
persamaan lingkaran yang memuat parameter [7]. Jika terdapat persamaan lingkaran (x — 1)% +
(y — 2)? = r? dengan r sebagai parameter, maka akan merepresentasikan berkas lingkaran yang
memiliki titik pusat (1,2). Morrill [9] menyatakan jika terdapat dua buah lingkaran L, = x? +
y2+Dyx+Ey+F, =0 dan L, =x2+y?>+D,x+Ey+F,=0, maka t;L; +t,L, =0
dengan t; dan t, sebagai parameter membentuk persamaan berkas lingkaran

t:D; + t,D5)x t,E, + t, E. t,F; + t,F.
x2+y2+(11 2D>) +(11 22)+(11 21)=0
t +it; t) +t; t, +t,

Dari penjelasan singkat mengenai berkas lingkaran di atas, sehingga pada artikel ini penulis

membahas tentang berkas elips.
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2. Eksistensi Elips
Eksistensi elips pada bidang dapat ditentukan jika terdapat minimal tiga buah bagian elips
diketahui, misal panjang sumbu mayor dan minor, titik fokus, verteks, titik pusat, panjang

Goh? L ook

a? b2

latus rectum dan sebagainya. Misal terdapat persamaan elips = 1. Dari

persamaan tersebut dapat diketahui bahwa untuk menentukan suatu persamaan elips
tertentu dibutuhkan suatu nilai a dan b yang merupakan % dari panjang sumbu mayor dan

minor dari elips yang akan ditentukan. Selain itu, dibutuhkan juga suatu nilai h dan k yang
merupakan titik pusat dari elips tersebut. Dengan menggunakan hubungan minimal tiga
titik koordinat atau bagian dari elips yang diketahui, maka dapat ditentukan nilai-nilai dari
panjang sumbu mayor dan minor serta titik pusat dari elips yang akan dikontruksi. Dengan
kata lain, persamaan elips tertentu dapat dikontruksi jika diketahui minimal tiga titik dan
atau bagian dari elips tersebut.

Gambar 1. Eksistensi elips dengan titik potong dua elips sebagai titik fokus.

Selain itu, eksistensi elips pada bidang juga dapat diketahui untuk kasus yang
melalui atau menggunakan titik-titik potong dari dua buah elips yang saling berpotongan
sebagai bagian dari elips yang akan dikontruksi. Terdapat dua buah titik potong dari dua
buah elips yang saling berpotongan. Misal terdapat elips seperti pada Gambar 1 Titik F;
dan F, adalah titik-titik potong dua buah elips sekaligus merupakan titik-titik fokus dari
elips baru yang akan dibentuk. Titik A, B, C, dan atau D merupakan titik-titik yang
dilewati oleh elips dengan titik fokus F; dan F,.

16



KARISMATIKA p-1SSN : 2443 - 0366
VOL. 3 NO. 1 APRIL 2017 e-ISSN : 2528 - 0279

Gambar 2. Eksistensi elips dengan titik potong dua elips sebagai verteks.

Gambar 2 merupakan contoh lain dari kasus mengkontruksi elips dari titik-titik

potong dua buah elips. Titik A dan B adalah titik-titik potong dua buah elips sekaligus
merupakan dua buah verteks dari elips baru yang akan dikontruksi. Selain memiliki
verteks di titik A dan B, elips-elips baru tersebut juga melewati suatu titik, menyinggung

sumbu atau garis tertentu.

3. Berkas Elips
Definisi 1 (Berkas Elips) Berkas elips adalah kumpulan atau himpunan elips yang

terbentuk dari persamaan elips yang memuat parameter.

Misal terdapat persamaan elips dalam bentuk Ax? + 100xy + 69y —91x — 91y +
69 = 0 nilai A merupakan parameter, maka berkas elips yang terbentuk dapat dilihat pada
Gambar 3.

Gambar 3. Berkas elips Ax? + 100xy + 69y? —91x — 91y + 69 = 0 dengan A sebagai
parameter.

Proposisi 1. Jika terdapat Q; = A; x>+ C,y? + Dyx + E;y+ F, =0 dan Q, = A,x* +
B,xy + C,y* + D,x + E;y + F, = 0, maka @, + kQ, = 0 dengan k sebarang bilangan
real sebagai parameter, dan A; + kA, # C; + kC, tetapi memiliki tanda yang sama (sama-
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sama negatif atau positif) membentuk berkas elips.

Bukti: Misal @, dan @, merupakan persamaan elips dengan

Qi =Ax*+Cy*+Dix+Ey+F =0,

dan

Q= Ax* + Cy* + Dox+ E;y+ F, =0,
dengan k sebarang bilangan real sebagai parameter. Persamaan berkas elips @, + kQ, = 0
dapat ditulis dalam bentuk
(A + kA)x%2 + (Cy + kC)y? + (Dy + kDy)x + (Ey + kE))y + (Fy, + kF,) =0 (1)
dengan k sebarang bilangan real sebagai parameter.
Andaikan A; + kA, = C; + kC,, maka persamaan (1) menjadi
(A; + kA)x? + (A; + kA)y? + (D, + kDy)x + (E; + kE,))y + (Fy + kF,) =0,

0. @

2 2, (D1+kD;) (E1+KE3) (Fy+kFy)
AV Guran ™t arkay? Ty —
Persamaan (2) merupakan persamaan lingkaran [3, 4, 8]. Artinya, jika pada persamaan (1)
Ay + kA, = C; + kC,, maka persamaan (1) tidak membentuk berkas elips, sehingga pada

persamaan (1) harus A, + k4, # C; + kC,.

Gambar 4. Berkas elips iang terbentuk dari persamaan @ + k@, = 0.

Andai A; + kA, dan C; + kC, berbeda tanda, misal A; + kA,bertanda negatif maka
persamaan (1) menjadi

—(A; + kAy)x? + (Cy + kCy)y? + (Dy + kDy))x + (E, + kE,)y + (F, + kF,) = 0. (3)

Persamaan (3) merupakan bentuk persamaan hyperbola [3, 4, 8]. Artinya, jika pada
persamaan (1) A; + kA, dan C; + kC, berbeda tanda (negatif atau positif), maka
persamaan (1) tidak membentuk berkas elips, sehingga pada persamaan (1) harus 4; +

18



KARISMATIKA p-ISSN : 2443 — 0366
VOL. 3 NO. 1 APRIL 2017 e-ISSN : 2528 — 0279

kA, dan C; + kC, memiliki tanda yang sama.
Terdapat beberapa kasus khusus yang terjadi pada berkas elips yaitu berkas elips
melewati titik (x,y), berkas elips menyinggung sumbu x atau y dan berkas elips

menyinggung garis ax + by + ¢ = 0.

Kasus 1. (Berkas Elips Melalui Suatu Titik.)

Jika berkas elips melewati titik (x;,y;), maka substitusikan nilai x = x; dan y = y, ke
persamaaan (1) sehingga diperoleh

(A1 + kA)x,? + (Cy + kCR)y1? + (Dy + kDy)xy + (Ey + kEy)yy + (Fy + kF,) = 0. ()
Dari persamaan (4) diperoleh

_ Aix 240y, 24Dy xy +E Y +F
Apx124Coy1 24Dy x +Ex Y, +F,

(5
Kemudian nilai k pada persamaan (5) disubstitusikan ke persamaan (1), sehingga
terbentuk suatu persamaan elips yang merupakan anggota dari berkas elips yang akan

melewati titik (x4, v4).

Gambar 5. Berkas elips melewati titik (x,,y,).

Kasus 2. (Berkas Elips Menyinggung Sumbu x atau y.)
Jika berkas elips yang menyinggung sumbu x, maka y = 0 disubstitusikan ke persamaan
(1) sehingga diperoleh
(A + kA))x* + (D, + kDy))x + (Fy + kF,) =0

Karena berkas elips menyinggung garis, maka berlaku D = 0 sehingga diperoleh

(D; + kD;)? — 4(A; + kAy) (Fy + kF,) = 0,

(D} — 4A,F;)k? + (2D,D, — 4(A;F, + AyF)))k + (DE — 4A,F) = 0. (6)

Dari persamaan (6) diperoleh
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ke s = —(2D;,D;—4(A, F +4,F})) | J(20102—4(A1F2+A2F1)) —-4(D2-4A,F,)(D?-4A.F,) 7
iz = 2(D2-4A,F, - 2(D2-4A,F,
2 Z 2

Nilai k pada persamaan (7) disubstitusikan ke persamaan (1), sehingga akan diperoleh
persamaan berkas elips yang menyinggung sumbu x.

Sama halnya dengan kasus berkas elips yang menyinggung sumbu x, pada kasus berkas
elips yang menyinggung sumbu y substitusikan x = 0 ke persamaan (1) sehingga diperoleh

(Cy + kC)y* + +(E; + kEy)y + (Fy + kF;) = 0
Karena berkas elips menyinggung garis, maka berlaku D = 0 sehingga diperoleh
(Ey + kE;)? — 4(Cy + kC)(F, + kF,)) =0,
(E? — AC,F,)k? + (2E.’1E2 —4(CiF, + CzFl))k + (E — 4C,F) = 0. (8)

Dari persamaan (8) diperoleh

—(2 El Ez —4'((:1 Fz +C2 Fl))iJ(ZEI Ez "4‘(C1 F2 +C2 Fi))z -4(5% "‘4C2 Fz)(Eiz "‘461 Fl) (9)
2(E3-4C3F,)

ki, ky, =

Kemudian nilai k pada persamaan (9) disubstitusikan ke persamaan (1), sehingga akan diperoleh

persamaan berkas elips yang menyinggung sumbu y.

NQ k=0

Gambar 6. Anggota berkas elips yang menyinggung sumbu x dan y.

Kasus 3. (Berkas Elips Menyinggung Garis ax + by + ¢ = 0.)

Jika berkas elips menyinggung garis ax + by + ¢ = 0, maka persamaan garis diubah ke

dlam bentuk x = —% y—catauy = ——%x — ¢, kemudian substitusikan ke persamaan

(1). Misal berkas elips menyinggung garis y = — %x — ¢ sehingga diperoleh
2 2
(A1 +5C+k (A, +%Cz))x2 s
(2%(21 +D, - 2E +k(25C, + D, —%EZ))x +
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(c?Cy — cEy + Fy + k(c?C, — cE, + F,)) = 0.
Karena berkas elips menyinggung garis, maka berlaku D = 0 sehingga diperoleh

2
(zi’bfcl+Dl—§El+k(25;cz+Dz—§Ez)) —4(A1+ cCtk (A +% cz))
(5261—cE1+F1+k(CZCZ—cE2+F2))=0 (10)
Misal R=25C+D;—7E;, S=27C+Dy—7E, T=A+; cl, U=4,+

2
%;Cz, V = ¢2C, — cE; + Fydan W = ¢2C, — cE, + F, sehingga diperoleh

—(2RS — 4(TW + UW)) £ J (2RS — 4(TW + UW))” — 4(S2 — 4UW)(R? — 4TV)
2(52 — 4UW)

k«l,kz == (11)

Kemudian nilai k pada persamaan (11) disubstitusikan ke persamaan (1), sehingga
diperoleh persamaan elips yang merupakan anggota dari berkas elips menyinggung garis

ax+by+c=0.

TN k=0

/u~lma,,,

Gambar 7. Anggota berkas elips yang menyinggung garis ax + by + ¢ = 0.

Contoh 1. Misal terdapat Q, dan Q, saling berpotongan, dengan Q; = 9x? + 25y? —
225=0 dan Q, =9x?+4y? +54x — 8y + 49 = 0. Berdasarkan persamaan (1)
diperoleh

(9 + 9k)x? + (25 + 4k)y? + 54kx — 8ky + (—225 + 49k) = 0 (12)
Misal berkas elips melalui titik A(—2, —1). Dari persamaan (12) dan (5) dengan x = —2
dan y = —1 diperoleh k = —%. Kemudian k = —_Ilii disubstitusikan ke persamaan (12),

sehingga diperoleh

(9+9( 1"4)) (25+4( “’4))y +54 (28 x - 8(22),
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4.

+ (—225 +49 (ﬂ)) =0,
11
—125,18x% — 34,64y% — 805,09x + 119,27y — 955,55 = 0.  (13)
Persamaan (13) merupakan persamaan elips yang melalui titik-titik potong Q; dan @,

serta melalui titik A(—2, —1). Representasi pada bidang kartesius dapat dilihat pada
Gambar 8.

Q;

Gambar 8. Berkas elips yang melalui titik potong elips Q; dan @, serta melalui titik A(—2,—1) .

KESIMPULAN

Berkas elips adalah kumpulan atau himpunan elips yang terbentuk dari persamaan elips
yang memuat parameter. Persamaan elips yang memuat parameter tidak selalu membentuk
berkas elips, tetapi juga dapat membentuk lingkaran dan hiperbola. Selain itu, pada nilai
parameter tertentu berkas elips dapat melewati titik (x, y), menyinggung sumbu x dan y,
serta menyinggung garis ax + by + ¢ = 0.
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